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Kapitel 1

Moduln iiber Ringen (I)

Sofern nicht anders angegeben bezeichne in diesem Kapitel R einen, nicht notwendig kommutativen,
Ring und K einen Korper.

1 Grundbegriffe

Definition 1.1 (R-Linksmodul)
Eine abelsche Gruppe M zusammen mit einer Abbildung:

RxM — M

(r,m) — r-m

heifit R-Linksmodul, falls fiir alle v, s € R und fiir alle x,y € M gelten:
(i) r(x+y)=ro+ry

(13) (r+s)x =rz+ sz

(7i1) (rs)x = r(sx) und

(w) lg-x==x

Analog definieren wir R-Rechtsmoduln und R-Doppelmoduln.
Konvention: Fiir R-Linksmodul schreiben wir im Folgenden: R-Modul.

Beispiel 1 (R-Moduln)

- Sei R ein Korper, dann sind die R-Moduln die R-Vektorrdume.

- Sei R ein Ring, dann ist R ein R-Links-/Rechts-/Doppelmodul
durch: Rx R — R, (r,8) — s

- Sei a < R ein Linksideal von R, dann ist a ein R-Linksmodul.
Umgekehrt ist jeder R-Linksmodul a C R ein Linksideal von R.

Definition 1.2 (Untermodul, einfacher Modul, einfacher Ring)

(1) Sei M ein R Modul. Eine Teilmenge N C M ist ein Untermodul von M,
falls N ein R Modul bzgl. der eingeschrdnkten Abbildung ist.
Notation: N < M.

(2) Ein Modul M heif3t einfacher R-Modul, falls die einzigen



Untermoduln von M der Nullmodul 0 und M sind.
(3) R heifit einfacher Ring, falls R als R-Doppelmodul einfach ist.
(< 0, R sind die einzigen beidseitigen Ideale.)

Definition und Bemerkung 1.3 (Faktor-, Quotientenmodul)
Sei N < M. Die Relation x ~ y < x —y € N ist eine Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklassen
(T =+ N ) bilden den R-Modul M /;:

(r,Z) — 7T

M/ N heift Faktor- bzw. Quotientenmodul oder einfach Quotient von M nach N.

Beispiel 2 Sei a < R. Der Faktormodul R/a ist gleich mit dem Faktorring R/al.

Definition 1.4 (R-Homomorphismen)
Seien M und N R-Moduln. Eine Abbildung ¢ : M — N heifst R-Homomorphismus, falls fiir alle
x,y € M und fiir alle r € R gilt:

p(re +y) =7 d(z) + ¢(y)

Ahnlich wie im letzten Semester verwenden wir die Notation: Homg(M, N) fiir die Menge der R-
Homomorphismen von M nach N.
Weiter definieren wir: Endr(M) := Homp(M, M).

Bemerkung 1.5 Seien M und N zwei R-Moduln. Es gelten

(a) (Hompg(M, N),+) ist abelsche Gruppe durch

Vo, € Homp(M,N)Vx € M : (¢ + ¢¥)(x) := p(z) + ¢(z)
(b) Ist R kommutativ, so ist Homp(M, N) ein R-Modul durch:

Vo € Homp(M,N)Vr € RVx € M :  (ro)(x) =1 - p(x)

Anmerkung zu 1.5 b
Die gegebene Abbildung muss wieder ein Homomorphismus sein, sei also s € R. Es gilt: 7-¢)(sx) =

ro(sz) = rsp(z)
Da R nach Voraussetzung kommutativ ist gilt: rs = sr, somit: rsp(x) = s(r¢)(x)

Beispiel 3 (K-Vektorraum V' als K[ X|-Modul)
Seien V' ein K-Vektorraum mit dimg (V) =n € Nund ¢ € Endg(V),
dann ist V ein K[ X|-Modul, via

KX xV — V
(Z aiXi,v> — Zaigbi(v)
=0 1=0

mit ¢' ist die i-fache Hinternanderausfiihrung von ¢.

"Vgl. L2: Definition 4.6, S.14



Satz 1.6 (Homomorphiesatz)

Seien M und N zwei R-Moduln und ¢ € Hompg (M, N). Es gelten:
(a) Ker(p) < M und Im(p) < N

(b)  induziert einen Ring-Isomorphismus:

¢1M/Ker(¢) — Im(p)
m+ Ker(p) = ¢(m)

Beweis. Wir kennen (a) und (b) fiir abelsche Gruppen aus Algebra 12, daher geniigt es die Skalarmul-
tiplikation zu zeigen.

zua) x € Ker(p) = ¢(rz) =rp(x) =r-0=0=rz € Ker(yp) = Ker(p) < M

Analog folgt Im(yp) < N.

zu b) Es ist zu zeigen: ¢ € HomR(M/Ker((p), Im(¢)) Betrachte

p(r - (m + Ker(p)) = ¢(rm) = r - ¢(m) = ro(M + Ker(p))

Satz 1.7 (Isomorphisatz)
Sei M ein R-Modul und N1, No < M Untermoduln, dann gelten:

/
. ~ M
(a) Falls N1 < Ny: J\f],/]\;2/N1 — YN,

(b)) N1+ N2 = N o

Beweis. Ubungsblatt 1, Aufgabe 4

Definition 1.8 (Komplex, exakte Sequenz)
Seien M, fiir i € N gegebene R-Moduln mit ¢; € Hompg(M;, M;11). Eine Folge / Sequenz

. iflﬁ::Miﬁ}M’i+l—>"'
heif3t:
- ein Komplex, falls Tm(p;—1) C Ker(y;)
- eine exakte Sequenz oder exakt, falls Im(p;—1) = Ker(p;)

Bemerkung 1.9 Seien M, N zwei R-Moduln und ¢ € Homp(M, N), weiter bezeichne o die Nul-
labbildung.
(a) @ ist genau dann injektiv, wenn

0
0 = M % N eine exakte Sequenz ist.
(b) ¢ ist genau dann surjektiv, wenn

ML N L 0 eine exakte Sequenz ist.
(c) Eine Sequenz von R-Moduln 0 — A 4B ¥, C — 0 ist genau dann exakt, wenn gilt:
(i)  ist injektiv und (ii) 1 ist surjektiv und (iii) Ker(1)) = Im(yp).

Beweis. zu a) 0 — M — N ist exakt < Ker(yp) = Im(0) = 0 < ¢ ist injektiv.
b) folgt analog. Aus (a) und (b) folgt (c). O

>Vgl. L2: Satz 4.8 S.15



Satz 1.10 (Links-exakte Funktoren)
Seien M, N, N; sowie M; R-Moduln. Weiter seien p, ¢, p, p R-Homomorphismen. Es gelten:
a)lst0 — Ny 2, Ny LN N3 exakt, dann ist auch

0 — Hompg(M, N1) & Hompg(M, Na) 2 Homp(M, N3)

exakt, mit

@:HOmR(M,Nl) — HOH]R(M,NQ)

a = pox

Analog definieren wir p.
Sprechweise: Homp (M, ) ist ein links-exakter kovarianter Funktor.
b)Ist Mgy 2, Mo LN My — 0 exakt, dann ist auch

0 — Hompg(My, N) & Homp (M, N) £ Homp(Ms, N)

exakt, mit

¢ : Homp(Mz, N) — Hompg(Ms, N)

o = O[OSO

Analog definieren wir p.
Sprechweise: Hompg(+, N) ist ein links-exakter kontravarianter Funktor.

Beweis. zu a)

Es ist zu zeigen, dass @ injektiv und Ker(p) = Im(¢p) ist.

Sei € Homp(M, N1) mit o € Ker(p).

= 0=0¢(a) =¢(a)

Nach (1.9 a) ist ¢ injektiv, also gilt & = o und somit ist ¢ injektiv.

Sei nun o € Homp (M, N1). Da0 — Ny 2, No LN N3 exakt ist, gilt: p o ¢ = 0. Betrachte:

pop(a)=p(poa)=popoa=0o0a=0

Es ist also Im(¢) in Ker(p) enthalten. Sei nun 3 € Ker(p) also 5 € Hompg(M, N2) und po 5 = 0.
Betrachte:

p(B)(m) = pop(m)=0Vme M

Nach Voraussetzung gilt: Ker(p) = Im(y) also: Im () C Im(yp).
Da ¢ injektiv ist, gilt insbesondere ¢ : N —— I'm(y).

Betrachte also nun ¢! : Im() — Ny und definiere a := =1 o 3.
Es ist klar, dass « ein R-Homomorphismus ist, und somit ist

Pla)=poa=ypoplof=p

Somit ist # € Im(@) womit folgt, dass Ker(p) in Im(¢) enthalten ist. Es folgt, was zu zeigen war
Ker(p) = Im(). Der Beweis von (b) wird eine Ubungsaufgabe auf einem der kommenden Arbeits-
blitter. O



Definition 1.11 (Projektive und injektive Moduln)

Seien M, N, I und P R-Moduln. Ein Modul P heifst projektiv, falls die folgende universelle Abbil-
dungseigenschaft (UAE) gilt:

Fiir alle R-Moduln M, N und fiir alle surjektiven R-Homomorphismen ¢ € Homp (M, N) sowie fiir
alle « € Hompg(P, N) gibt es einen Homomorphismus 3 € Hompg(P, M), so dass gilt: ¢ o f = a.

M z N
B
(03
P
Ein Modul I heifit injektiv, falls die folgende universelle Abbildungseigenschaft (UAE) gilt:

Fiir alle R-Moduln M, N und fiir alle injektiven R-Homomorphismen ¢ € Homp (M, N) sowie fiir
alle « € Hompg (N, I): gibt es ein f € Hompg(M, I), so dass gilt: f o ¢ = a.

M\C7>N

Beispiel 4 Sei P := R& ... ® R ein freier R-Modul , dann ist P ein projektiver Modul.
Beweis. Wir haben M, N sowie p, ), so dass

M ? N
N4
P
Wir definieren e1 := (1,0,...,0), e := (0,1,0,...,0) usw.
Die Elemente e; erzeugen P als R-Modul. Wir definieren weiter: n; := 1(e;) und wdhlen fiir jedes i

die Urbilder m; zu n; unter @, also: p(m;) = n;. Definiere nun o dadurch, dass o(e;) := m;, und
verwende lineare Fortsetzung. Dann gilt: ¢ o a(e;) = 1(e;) = n; und somit p o v = 1).

Bemerkung 1.12 Seien A, B zwei R-Moduln und ¢, o zwei R-Homomorphismen.
(a) Sei p ein projektiver Modul, dann zerfdllt jede exakte Sequenz von der Form:

0-ASLBEA PO

d.h. es exisitert ein s € Hompg (P, B), so dass ¢ o s = idp
(b) Sei I ein injektiver Modul, dann zerfillt jede exakte Sequenz von der Form:

0-15%A%B-0
d.h. es exisitert s € Homp(A, I), so dass s o p = idj

Beweis. zu a:
Da die Sequenz exakt ist, ist ¢ surjektiv. Nach Definition 1.11 existiert ein s mit der geforderten
Eigenschaft.




Der Beweis zu (b) erfolgt analog. |

Anmerkung Nach der ersten Aufgabe vom zweiten Ubungsblatt gilt im Fall (a) B = A & P und im
Fall(b)) A2 T® B

Satz 1.13 Seien N1, No, N3, P sowie I R-Moduln und o, 3 seien R-Homomorphismen.
(a)P ist genau dann projektiv, wenn fiir alle kurzen exakten Sequenzen

0N, SNy 2Ny =0

auch die Sequenz

0 — Homp(P, Ni) % Homp(P, Na) 2 Homp(P, N3) — 0

exakt ist.
(b)1 ist genau dann injektiv, wenn fiir alle kurzen exakten Sequenzen

0— Ny 5 Ny & Ny — 0
auch die Sequenz
0 — Homp(Ny,I) — Homp(Ny, I) — Homp (N3, I) — 0

exakt ist.

Beweis. zu a)

Nach Satz 1.10 geniigt es zu zeigen, dass P projektiv, bzw. (3 surjektiv ist.Wir beginnen mit der
Voraussetzung, das P projektiver R-Modul ist und wollen zeigen, dass (3 surjektiv ist. Sei dann ¢ €
Homp(P, N3), dann gibt es 1 € Homp(P, N2) mit 3 0 ) = . In Satz 1.10 definierten wir 5(1)) :=
3 o 1. Es folgt unmittelbar die surjektivitit von 3. Nun nehmen wir {3 fiir alle exakten Sequenzen

0— Ny — Ny — N3 —0

als surjektiv an, und wollen zeigen, dass P ein projektiver R-Modul ist. Wir haben § : N1 — N
und ¢ : P — N gegeben. Da (3 surjektiv ist, gibt es 1) € Homp(P, N2) so dass 5(¢)) = ¢ = P
projektiv ist. Der Beweis zu (b) verlduft analog. O

Anmerkung Sprechweise fiir (a): Homp(P, -) ist ein exakter Funktor, falls P projektiv ist.

2 Direkte Summen und Produkte

Wir fithren direkte Summen und Produkte mittels Universeller Abbildungseigenschaften ein, da die
UAE auch in anderen Zusammenhingen dieselben sind, die Konstruktionen der direkten Summen und
Produkte aber unterschiedlich sind.



Definition 2.1 (Das direkte Produkt)

Seien M, fiiri € I R-Moduln. Ein R-Modul M zusammen mit projektionen m; € Homp (M, M;) heifst
das direkte Produkt der M;, falls die folgende universelle Abbildungseigenschaft gilt: Fiir alle i € 1
und fiir alle R-Moduln N sowie fiir alle p; € Hompg (N, M;) existiert genau ein 1) € Homp(N, M),
derart dass m; o ) = ; fiir alle i € 1 gilt.

(Notation: ] M;)
el

Satz 2.2 Das direkte Produkt | | M; existiert und ist bis auf (eindeutige) Isomorphie eindeutig.

Beweis. Es sind zwei Dinge zu zeigen, ndmlich die Eindeutigkeit und die Existenz. Wir beginnen mit
der Eindeutigkeit. Seien also (M, m;) und (M’, «}) direkte Produkte.

P
M;

Die universelle Abbildungseigenschaft von M gibt uns die eindeutige Existenz von ¢ € Hompg(M', M)
mit 7r;01) = 7}. Analog liefert uns die universelle Abbildungseigenschaft von M’ die eindeutige Exis-
tenz von ¢’ € Homp(M, M') mit 7t} o ' = ;.

Es folgen daher die Identititen m; 0 ¢ o)/ = i o)/ = m;

M;

Das obige Diagramm kommutiert fiir idy; und 1 o 1)’. Nach der universellen Abbildungseigenschaft
von M ist 1 o ¢’ = idys. Also ist ¢’ injektiv und ) surjektiv. Analog gilt nach der universellen
Abbildungseigenschaft von M’ 1)’ o ¢ = idy;. Daher miissen 1) und v’ Isomorphismen sein und
somit gilt:

M

MI

M

M

M=M

Nach der universellen Abbildungseigenschaft ist der Isomorphismus zwischen M und M’ eindeutig
bestimmt. Die Existenz beweisen wir Konstruktiv und definieren

M =[] M; = { (x)ier | 2i € M; }
i€l
und
M — M;

(Ti)icr —



Die universelle Abbildungseigenschaft ist erfiillt, denn mit gegebenem R-Modul N und ¢; € Hompg(N, M;)
konstuiere ¢ wie folgt: Sei n € N, dann definiere ¢)(n) := ¢;(n))ics. Es gilt:

mj0(n) = m;[ (pi(n))ier ] = ¢;j(n) Viel

Es folgt, dass mjo1) = ¢; ist. Die konstruierte Abbildung ist eindeutig, denn erfiille ¢/’ € Hompg (N, M)
die universelle Abbildungseigenschaft (Also: m; o 9" = ¢;), dann ist fiir alle j € I die j-te Kompo-
nente von ¢’ = ¢; also gilt bereits ¢ = ). O

Satz 2.3 (Kriterium fiir direkte Summen)
Hier sei R ein - nicht notwendig kommutativer - Ring. Weiter seien M und M; C M fiiri € 1

R-Moduln, mit:
M=) "M,
i€l
Genau dann ist M direkte Summe der M;, wenn fiir alle j € I der Schnitt von M; mit der Summe
tiber die restlichen M; leer ist, also

M=@MeVjel :MnY M =/{0}
el iel
i#]
Zur Verdeutlichung betrachte folgenden Spezialfall:
M=A+B=M=ZA®B< AnB={0}

Beweis. Betrachte

o: PM;, - > Mi=M

iel iel
(mi)ier — Z my
iel

 ist trivialer weise surjektiv. Da ) m; endlich ist, ist ¢ auch wohldefiniert. Es gilt:

 ist Isomorphismus < Ker(p) = {0}
& (fﬁrmieMi:Zmi:O:mi:O We[)
iel
& Vjel:M;n> M;={0}
2

=" Seix € M; N Y M;, dann konnen wir z darstellen als
i#]j
T = E ™m;
Es gilt

O:—x—i-Zmi

i#]



Also muss x = 0 sein.

n
»<=": Es gilt: >~ m; = 0. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gelte nach Umsortieren: > m; = 0
i€l i=1
Damit haben wir eine Darstellung von m; als

n n
mq :mei EMlmZMi
=2 =2

Damit ist m; = 0. Setze nun dieses Verfahren induktiv fort, dann folgt fiir alle « = 1,...,n, die
Identitit m; =0 O

Bemerkung 2.4 Sei M ein R-Modul und seien o1, ..., ¢, € Endr(M), die eine Zerlegung der
Eins (idys) bilden, gegeben. Das heifst:

n
> pi=idy und piop; =0 Vi#j
=1

Dann gelten:

(a) piopi = @;
(b) Die Abbildung

n
¢: M — HMi
i=1
z = (pi(2))i=1..n
mit M; = p;(M) ist R-Isomorphismus.

Beweis. zu (a) betrachte:

n n
pi=gioidy =pio [ D> ;| =) wiop;=piop
=1 i=1

zu (b): ¢ ist injektiv, denn fiiralles = 1, ..., n gilt
P(x) = 0= (¢i(7))i=1..n. = @i(x) =0
Betrachte: .
v =idy(n) = 3 ¢5() =0
j=1

Also ist z = 0. Weiter ist ¢ surjektiv, denn seien z; := ¢;(y;) € M; vorgegeben, dann setze

n
x := Y x; und Betrachte:
i=1

¢(x) = (pi(2)imin = (i | Y05 (5) |i=1.m
j=1

= | D wiow;yy)
J=1 i=l..n
(¢i(¥i))i=1..n

= (xz)zzln



a

Satz 2.5 Seien fiir i € I R-Moduln N; sowie ein R-Modul M gegeben und m; : [[ N; — N die
Projektionen nach Definition 2.1, dann gilt:

U Homp(M, [[N:) = []Homg(M, N;)
i€l el
o = (miop)er

als abelsche Gruppen (bzw. als R-Moduln, falls R kommutativ ist).

Beweis. Die Homomorphieeigenschaft ist klar, da ¢ und alle 7; Homomorphismen sind.

M 5 IIN; Zur Injektivitit:
miop N\, T U(p)=0=>mop=0 Viel
N; Nach der universellen Abbildungseigenschaft gibt es eindeutig
bestimmtes g mitm; 0 9 =0.Esgit p =0 A =9 = ¢ =0
M 5N Zur Surjektivitit:
i\, /T Gegeben seien (;);c; mit p; € Homp(M, N;). Nach der universellen
N; Abbildungseigenschaft gibt es genau ein ¢ € Homp (M, @) NN;) mit
(i 0 @)ier = V(P) = (pi)ier O

Definition 2.6 (Die direkte Summe, Koprodukt)
Fiiri € I seien M; gegebene R-Moduln. Ein R-Modul M zusammen mit Inklusionen €; € Hompg(M;, M)
heifit direkte Summe oder auch Koprodukt der M;, falls die folgende universelle Abbildungseigen-

schaft erfiillt ist:
©

M;

Fiir alle R-Moduln N und fiir alle 6; € Hompg(M;, N) existiert genau ein o € Hompg(M, N), so
dass p o g; = 0; ist.

Notation: M = @ M,
i€l

M

N

Satz 2.7 Die direkte Summe aus Definition 2.6 existiert und ist bis auf eindeutige Isomorphie eindeu-
tig.

Beweis. Zum Nachweis der Eindeutigkeit betrachte den Beweis zu Satz 2.2 mit ,,umgedrehten Pfei-
len“. Die Existenz beweisen wir wieder konstruktiv. Setze

M := { (zi)ier € [ [ Mi | fastalle 0 = z; € (x4)ier }
iel
und die natiirlichen Inklusionen:
Sj : M] — M

zj +—  (xj)ier mitz; = 0 firi # j

10



Seien ein R-Modul N und §; € Hompg (N, M;) gegeben.
Wir suchen ein ¢ € Homp (M, N') werlches fiir alle ¢ € I die Identitit ¢ o g; = §; erfiillt, d.h.
Viel: (poej(x;)) =p((x))icr) =d(z;) (1)
Definiere also fiir m € M mit m = (m;);c; Die Abbildung ¢ wie folgt:
p(m) = ((ma)ier =Y _ 6:(m;)
i€l
dann erfiillt ¢ Gleichung (1) und ¢ ist eindeutig, da die Elemente der Form (z;);cr ein Erzeugenden-

system von M bilden. Der Wert von ¢ auf diesen Elementen ist durch (1) vorgeschrieben. O

Folgerung 2.8 Seien M, ..., M, R-Moduln, dann gilt:

n

n
Py =] M
=1

i=1
und €; o m; bilden eine Zerlegung der Eins (idy, ).

Satz 2.9 Seien fiiri € I M; und N R-Moduln und €; : @ M; — M,; die Inklusionen nach Definition
2.6, dann gilt:

U : Homp(@H M;, N) = [][Homp(M;, N)
icl iel
¢ = (pociier
als abelsche Gruppen (bzw. als R-Moduln, falls R kommutativ ist).

Beweis. Sei: 0 = ¥(y) = (p o¢;)ier. Nach der universellen Abbildungseigenschaft gibt es genau ein
@ mit

poeg;=pog=00g=0= p=0
Seien ¢; € Homp(M;, N) gegeben, dann gibt es nach der universellen Abbildungseigenschaft @ mit

V(@) = (poei)ier = (wi)ier

Definition 2.10 (Freie Moduln, Erzeugendensystem und Basen)
Sei M ein R-Modul mit B C M.
(a) B heifst Erzeugendensystem von M, falls

n
VmeM3by,...,by € BIry,... .1y ER :m= Y _rib;
=1
(b) B heifst frei, falls fiir r; € Rund b; € B gilt:
n
Zribi =0=r=0 Vi=1l.n
i=1
(c¢) B heifit Basis von M, falls B ein freies Erzeugendensystem von M ist.

(d) M heifst freier Modul, falls M eine Basis hat.

11



Definition 2.11 (Freier Modul iiber einer Menge)
Sei I eine Menge. Ein R-Modul Fr zusammen mit € € Abb(I, Fr) heifst freier Modul iiber I, falls
folgende universelle Abbildungseigenschaft gilt:

Fiir alle R-Moduln M und fiir alle 6 € Abb(I, M) existiert genau ein ¢ € Homp(Fr, M), so dass
o & = derfiillt ist.

Satz 2.12 Sei I eine Menge, dann existiert ein freier R-Modul F iiber I und dieser ist bis auf (ein-
deutige) Isomorphie eindeutig bestimmt.

Beweis. Der Nachweis der Eindeutigkeit ist eine Ubungsaufgabe auf dem 2. Blatt.
Zur Existenz definiere

Fr:= @R und (i) :==¢;

i€l
Seien ein R-Modul M mit § € Abb(I, M) gegeben. Es gilt: F7 ist freier Modul, mit Basis
B = {e; |1 € I} und weiter definiert ¢(e;) := (i) ein eindeutiges ¢ mit p o € = 4. O

Bemerkung 2.13 Es gelten:
(a) {e;|i € I} := B aus dem Beweis von Satz 2.12 ist eine Basis von FT.
(b) Seien I, J Mengen mit §1 = fJ, dann gilt: F1 = F. O

Folgerung 2.14 Jeder R-Modul M ist Quotientenmodul eines freien Moduls.

Beweis.
Fp 5 M Sei EC M ein Erzeugendensystem von M.

¢\ /. Betrachte den freien Modul F iiber F. Nach der universellen Abbildungseigenschaft
B gibt es .Es gilt: £ C Im(¢p). Also ist ¢ surjektiv und wir knnen den Homomorphie-

satz anwenden: " E/Ker( ) =M O

Definition und Satz 2.15 (Ldnge einer Basis)

(a) Sei M ein freier R-Modul mit Basis B, dann gilt: M =2 Fy.

(b) Sei R kommutativ und M ein endlich erzeugter freier R Modul mit den Basen 8 und B’, dann
gilt: B = #{B’. Wir nennen 498 die Liinge von ‘B.

Satz 2.16 Sei P ein R-Modul. Genau dann ist P projektiv, wenn P direkter Summand eines freien
Moduls ist. D.h. es gibt einen R-Modul X, so dass P @ X =: F mit einem freien Modul F ist.

Beweis. Zur Vereinfachung beweisen wir zunéchst die Behauptung, dass freie Moduln projektiv sind:

Seien F':= @ Rund 0 — A — B — C — 0 eine exakte Sequenz von R-Moduln. Wenn wir zeigen
el
konnen, dass
0 — Hompg(F, A) — Hompg(F, B) — Homg(F,C) — 0
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exakt ist, dann ist nach Satz 1.13 P projektiv. Es gilt:

HomR(@,A) = H Homp(R, A)

i€l dinl
analog gilt dies fiir B, C, betrachte also:

0 — Hompg(F,A) - Hompg(F,B)— Hompg(F,C)—0
L L L

0 — J] Homg(R,A) — ][ Homg(R, B) — | Homg(R,C) — 0
il i€l i€l
LI Ll L
0— A — B — C — 0

Die Komponenten dieser Sequenz sind gerade wieder die vorgegebene Sequenz, diese ist aber exakt,
also haben wir die Behauptung bewiesen.

»="“1 P ist projektiv daher gibt es mit Folgerung 2.14 einen freien R-Modul F’ und hierzu ein surjek-
tives m € Homp(F, P) derart, dass die folgende Sequenz exakt ist

0 — Ker(7) F P 0

Mit Bemerkung 1.12 gibt es ein s € Homp (P, F') mit 7 o s = idp. Die Aussage der ersten Aufgabe
vom zweiten Blatt liefert dann:

F = s(P) @ Ker(r) = P P Ker(n)

,»<=": Nach Voraussetzung ist F' = P @ X ein freier R-Modul. Seien M, N zwei R-Moduln und o, 3
nach Definition gegeben. Betrachte:

M@X - NP X
A
PPHX

Hierbei ist
a: M@X > (m,z) — (a(m),idx(z)) € N@X

und 3 analog definiert. Nach der zuvor bewiesenen Behauptung ist P @ X projektiv. Daher gibt es
ein ¢ € Homp <P P X, M @X) mit & o ¢ = 3. Definiere ¢ wie folgt:
p:PLPPRXxLMPX T M
p—= (p,0) = (@(p),0) — &(p)
Hierbei ist ¢ die natiirliche Inklusion. Betrachte:

aop=aqomop=mwoaop=_,1
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3 Moduln iiber Hauptidealringen

Ab diesem Kapitel (einschlieBlich) bezeichne IR immer einen kommutativen Intigrititsring.

Definition und Bemerkung 3.1 (Torsionselement, Torsionsmodul, Annulator)

Sei M ein R-Modul und x € M, dann heift...

(a) x Torsionselement, falls es ein r € R\{0} gibt, so dass r - x = 0y gilt.

(b) Ann(zx) := {r € R|rxz = 0} der Annulator von x € M.

(¢) Myoy := { x € M |z ist Torsionselement } Torsionsmenge bzw. -modul von M

(d) M torsionsfrei, wenn M, = {0}

Es gilt: Der Annulator von x € M ist ein Ideal in R, und My, ist ein Untermodul von M.

Beispiel 5 Sei R = Z, dann ist Ann(x) = (n) mitn € N.
Falls x Torsionselement ist, so ist n # 0 und n ist die Ordnung von .

Bemerkung 3.2 Sei M ein R-Modul, dann ist

. M
M ="/ My,
ein torsionsfreier Modul.

Beweis. Sei # € M ein Torsionselement, dann gibt es ein r € R\{0} mitr -z = 0
Also ist rz € My, fir x € M mit & = = + My, Damit gibt es aber ein s € R\{0} derart, dass
s(rx) = 0 gilt. Also ist x € Mo, und somit muss £ = 0 sein. O

Definition und Satz 3.3 (Rang eines freien Moduls)
Sei R ein Hauptidealring (HIR) und M ein freier R-Modul. Wir definieren den Rang eines freien
Moduls durch

rg(M) := By mit B,y ist Basis von M

Ist M vom Rang rg(M ) = m so ist jeder Untermodul N von M vom Rang rg(N) =n < m.

Beweis. Wir fithren den Beweis Induktiv tiber M, und betrachten zunéchst den Spezialfall (m = 0):
M={0} = N={0}=m=n

Induktions Anfang (m = 1):

Es gilt: M 2 R = N < R, also N = (a), da R ein Hauptidealring ist.

Es folgt: N = {0} V N = R. Somit ist IV ein freier Modul vom Rang n =0V n =1
Induktions Schritt (m — 1 ~ m):

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei M die m-Fache direkte Summe von R, also

B
i=1

M

12

Betrachte die folgende exakte Sequenz:
m—1 m
0-EPRrRSEPR™R-0
i=1 i=1
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mit ¢ der natiirlichen Inklusion und 7,,, der Projektion auf die m-te Komponente. Es gilt:

m—1
Ker(m,) NN = @RON
i=1

daher ist
0 — Ker(my) NN - N ™ 7,,(N) — 0

auch eine kurze exakte Sequenz. Wir wissen Ker(m,,) N N ist freier Modul vom Rang m — 1 und es
gilt m,,, (N) = R oder m,,,(IN) = {0}. Ist letzteres der Fall, so ist der Satz bewiesen. Fiir den ersten
Fall wissen wir, dass R projektiv ist, also ist N = R Ker(m,,) N N und damit ist N ein freier
R-Modul vom Rang rg(N) < m O

Anmerkung Satz 3.3 gilt auch fiir nicht endlich erzeugte Moduln. Die Voraussetzung, dass R ein
Hauptidealring ist haben wir nur in m = 1 verwendet. In allen Ringen, in denen der Induktionsanfang
wahr ist folgt also die Behauptung.

Generalvorausetzung: Ab jetzt bezeichne R immer einen Hauptidealring (HIR).

Satz 3.4 Sei M ein endlich erzeugter R-Modul. M ist genau dann frei, wenn M torsionsfrei ist.

Beweis. Die Richtung ,,=“ ist trivial, da R ein Integritétsring ist. Wir zeigen nur die andere Richtung:
Sei {z1,... ,x,} =: € ein Erzeugendensystem von M, wobei &' := {z1,... ,2,,} C Efirm <n
ein maximal freies System bildet. Fiir alle m < i < n gibt es r;, 7; ; € R mit der Eigenschaft

m

r{&L; = Z T Tj

J=1

Definiere r := 7,41 - ... - 7. Da & frei ist gilt dann fiir alle i = 1...n

Und somit ist fiir alle m € M

Betrachte den folgenden R-Homomorphismus

m
(p:M — @R.%'j
j=1

m = rm

¢ ist wohldefiniert und es gilt: Ker(¢) < My, = {0} Damit ist ¢ injektiv und es ist
m
Im(p) =2 M < @ij
j=1
mit Satz 3.3 ist M dann ein freier R-Modul. O
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Satz 3.5 Sei M ein endlich erzeugter R-Modul, dann gilt:
M = Mo & F mit einem freien R-Modul F.

Beweis. Betrachte die triviale exakte Sequenz:
0— My = M5 M —0

Es gilt nach Bemerkung 3.2, dass M := M/ M, torsionsfrei ist. Mit Satz 3.4 ist M dann ein freier

R-Modul und mit Satz 2.16 ist M dann auch projektiv. Das heift es gibt ein s € Hompg (M, M) derart,
dass s o m = idy; ist.Nun liefert die erste Aufgabe vom zweiten Ubungsblatt: M = Mo ® s(M).

Setze also: F' := s(M). O

Definition und Bemerkung 3.6 (Rang von Moduln, p-primdre Elemente)
Sei M ein endlich erzeugter R-Modul.

(a) Wir definieren Rang(M ) := rg(M) := dimg(M).

(b) Es sei p ein Primelement’ von R.

(i) x € M heifit p-primdr (oder p-primdires Element), falls es ein e € N gibt mit
p¢-x =0y < p° C Ann(x)
(ii) M) := {x € M |z ist p-primdr } ist Untermodul der p-primdren Elemente. 0

Satz 3.7 Sei M = My,, ein R-Torsionsmodul und bezeichne p Primelemente in R, dann gilt:

M= P My

(p)<R

Bevor wir diesen wichtigen Satz beweisen, zeigen wir zunichst eine Bemerkung, die uns den Beweis
von Satz 3.7 vereinfachen wird:

Bemerkung 3.8 Sei M = M, ein R-Torsionsmodul.
(a) Seien (q), (p;) fiir i € I paarweise verschiedene Primideale von R, dann gilt:

My N My = {0}

el
(b) Seien (p1), ... , (pn) paarweise verschiedene Primideale in R, dann gilt:
n (a) n n
Ann (Z M(m)) =  Ann (@ M(pi)) = ﬂ Ann(M,,))

i=1 i=1 i=1

= ) mit Ann(M,) = (557)

i=1
= (- py)

Beweis. Der Beweis zu (b) ist bereits in der Aussage enthalten, daher zu (a): Sei

z € MgnYy Mg,
=1

3[L2] Kapittel 2.2: p Primelement &L p unzerlegbar < (p) < R Primideal
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Dann lasst sich x darstellen als

n
xr = Zm, mit m; € M(pz)
i=1
Somit ist sowohl (¢¢) also auch (m) in Ann(z) enthalten, wobei m := []p;’ mit p* - m; = 0 gilt.
Da ¢° und m nach Voraussetzung teilerfremd sind, ist die Eins in Ann(z) enthalten und somit folgt
Ann(z) = (1) = R Alsoist x = 0. O

Beweis zu 3.7 Sei © € M = M;,, dannist (a) := Ann(z) nicht das Nullideal. Zerlege a in Primfak-

toren:
n
o=t
=1

Hierbei sind die p;* paarweise verschiedene Primelelemente in R. Fiir j = 1, ..., n setze nun

dann gilt: ggT(a1, ...,a,) = 1, die a; sind also Teilerfremd, d.h. es gibt by, ..., b, € R mit

n
1= Z CLZ‘bl‘
i=1
Damit folgt
n
T = Z a;b;x
i=1

Es ist zu zeigen, dass a;, bz € M, (p;)- Betrachte dazu:

Aus der zuvor bewiesenen Bemerkung 3.8 und dem Satz 2.3 folgt nun, dass diese Summe eine direkte
Summe ist. O

Anmerkung Sei M ein endlich erzeugter 2-Modul und p Primelelemente in R, dann gilt:

M:F@@M(p)

p<lR

Satz 3.9 Sei p ein Primelelement in R und M ein endlich erzeugter p-primdirer R-Modul (Also M =
My)). Dann gibt es {1, ...,xn} =1 E C M, sodass M = @ Rx; mit Ann(x;) = (p) mit eindeutig
bestimmten Exponenten derart, dass e; < ... < ey,

Auch den Beweis dieses Satzes splitten wir wieder in mehrere Bemerkungen auf.

Definition und Bemerkung 3.10 (Annulator eines Moduls)
Sei M ein R-Modul mit einem Erzeugendensystem E := {x1,...,xn,} C M, dann gilt:

Ann(M) := ﬂ Ann(y) = ﬂ Ann(z;)
yeM T, €EE

und Ann(M) heifst der Annulator von M.
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Beweis. ,,C* ist trivial, da auf der Linken Seite iiber mehr Ideale geschnitten wird.
2 Seil

re ﬂ Ann(z;)

r,€R

n
Also ist fiir alle ¢ = 1...n das Produkt 7 - 2; Null. Sei nuny € M mity = > r;z; Dann folgt

i=1
n
r.y:r-Zrixi mitr; € R
i=1
n
Es gilt: > 7 -7 - 2; = 0 und somit r € Ann(z) O

=1

Bemerkung 3.11 Sei M ein endlich erzeugter R-Torsionsmodul, also M = Mo, und (a) := Ann(M)
n

mit a = ] p;* mit paarweise verschiedenen Primelementen p;, dann gelten:
i=1

(a) M = @ M(pz) und AHH(M(pZ)) = (p?)
i=1
(b) Es gibt ein y € M derart, dass Ann(M) = Ann(y) gilt.

Beweis. Teil (a) folgt aus Satz 3.5 und Bemerkung 3.8 b.

Zu (b):

Sei {z1,...,z,} =: E C M ein Erzeugendensystem von M. Wir wollen zunichst annehmen, dass M
fiir ein Primelelement q ein g-primirer Modul ist. Nach Bemerkung 3.10 gilt:

n

Ann(M) = ﬂ Ann(z;) = ﬂ(qei) mit Ann(z;) = (¢%)
=1

i=1

Sei ej :=; 21", {e;}, dann gilt:
MN(¢*) = (b)) = Ann(x;)

Wir lassen nun die Annahme, dass M ¢-primaér sei, fallen, und betrachten den allgemeinen Fall:
Nach (a) gilt:

M = P M,
=1

Im Speziallfall haben wir gezeigt, dass es fiirallei = 1...neiny; € M, gibt, so dass die Behauptung
n
Ann(y;) = Ann(M,,y = (pj’) gilt. Setze y := 3 y;, dannist Ann(y) = (p{*-...-p5*) = Ann(M)
i=1 -
Anmerkung Sei M eine abelsche Gruppe, dann ist Ann(M/) die kleinste natiirliche Zahl, die jedes
Element aus der Gruppe annuliert (,,Exponent von M *)

Beispiel Z/(p) X Z/(q) X Z/(QQ) hat Annulator (pg?)
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Definition und Bemerkung 3.12 Sei M ein endlich erzeugter p-primdrer R-Modul, wir definieren:

M, ={zeM|p-2=0}

Es gilt: M, ist ein R/(p)—Vektorraum endlicher Dimension.

Beweis. Die Menge M, ist ein R/(p)—Modul, denn (p) operiert trivial auf M,,. Es ist klar, dass M),

ein Vektorraum ist, denn (p) ist ein Primideal, hier* also auch ein Maximalideal und somit ist R/(p)
ein Korper. O

Beispiel 6 Sei M := P R/(pei) = @ Rz; mit Ann(x;) = (p®), dann ist
i=1 i=1
M, = EBR-pei_l STy = dimR/(p)(Mp) =n
i=1

Bemerkung 3.13 Sei M ein endlich erzeugter p-primdrer R-Modul. Es gelten:
(a) Die Aussage x € M und y € R ist dquivalent zu Ann(z) = Ann(y)
(b) Ist Ann(M) = (p) dann ist M = My, und dann gibt es {x;, ... ,xn} C M mit

MZ@R(L‘Z

(c) Sei x € M mit Ann(x) = Ann(M) und § € M/Rx’ dann gibt es einy € y = y + Rx so dass
Ann(y) = Ann(g)
(d) Sei x € M mit Ann(x) = Ann(M), dann gilt:

. M T _
dlmR/(p)[( /R:c>p] —dlmR/(p)(Mp) 1

Beweis. Zu (a): ,,= ist trivial. Fiir die Gegenrichtung sei Ann(x) = (p°) Es gilt:
y=r-x=p* c-xmitp,c Teilerfremd und a > 0, also gibt es u,v € R, so dass

1=up®+ves x=upec +vex & x = vex
damit gilt: Ann(y) = (p° %) = a=0= y = ¢- 2z und somit = vy = vex = vy = x = = € Ry
Es folgt die Gleichheit von Rz und Ry

Zu (b): Wir machen zur Vereinfachung eine Vorbemerkung:
Seien N < M, x € M\ N, dann gilt:

N+Re=NEHRe <M
Beweis.

_ [ {0}
Nme_{ Rymity € Re Ay #0

Nach Voraussetzung gilt: Ann(M) = (p) also Ann(z) = (p) = Ann(y). Aus (a) folgt nun
Rx = Ry < N also ist x € N Da dies ein offensichtlicher Widerspruch ist folgt: N N Rz = {0}

“Vgl. [L2] Kapitel I §5
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Und unsere Vorbemerkung ist bewiesen.

Sei nun {y1,...,yn} =: E ein Erzeugendensystem von M. Setze M; := Ry; und fir i = 2...m
setze:
M, = { M;_1 falls Y; € M;_q
v M;—y + Ry; fallsy; & M;—

Nach der Vorbemerkung gilt dann fiir n < m:

n n
V=@ =@
i=1 i=1
Fiir den Beweis von (c) sei y € y beliebig aber fest gewihlt, dann gelten:
Ann(z) = Ann(M) = (p*) und Ann(7) = (p°) sowie Ann(y) = (p?) mita,b < tunda < b

Betrachte: p? - j = 0 also p® - y = p° - ¢ -  mit zu p Teilerfremden ¢ also (p, c) = 1. Weiter gilt:
0=pb.pb.y=p s .c.g
= t=a—-b+s&t—a=s5s—-b>0=s>b
= 0=p"(y—p"")-c-x
Definiere nun: §j := y — p*~* - ¢ -z Dann ist § €  und es gilt: Ann () = Ann(g)
Zu (d): Sei Ann(z) = (p?), dann gilt:

D) AN o )
(M/Rw>p U EBRXi mit Z; € M/Ra; und Ann(z;) = (p)
i=1

Wiihle nun fiir alle i Elemente x; € M mit Ann(x;) = (p) nach Teil (c) und definiere ¢ := p'~ 'z
dann ist Ann(z¢) = (p). Es gilt:

n
M, =" Rz, (1)
i=0
denn sei m € M), dann ist

m=m+ Rx € (M/Rx>
P
n n
#m:Zri-xiﬁm:Zm'xi—kr‘x
i=1 i=1

n

i=1
=0=p-r-zmitr =p°-csodass (p,c) = (1)
=0=c-ptlo=sr=cp e@p)

t—1

=r.x=7p"x=1r"20fiirr € R

Nach (b) ist die Summe (1) direkt, also gilt:
n
M, = P Rx;
i=0
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Anmerkung Sei x ein Torsionselement von M, dann betrachte den R-Hom.

p:R — Rz

T =TT

Es gilt ¢ ist surjektiv und Ker(¢) = Ann(x).
Nach dem Homomorphiesatz gilt also:

Rz = R/Ann(a:)

Wir fassen nun die soeben gemachten Bemerkungen zusammen und kénnen nun Satz 3.9 beweisen:

Satz 3.9 Sei p ein Primelement in R und M ein endlich erzeugter p-primdrer R-Modul (M = M,)).
Dann gibt es eine Erzeugendenmenge {x1, ... ,x,} =: E C M, sodass M = @ Rx; mit Ann(x;) =
(p®) mit eindeutig bestimmten Exponenten derart, dass e; < ... < ey,

Beweis. Es sind noch Existenz und Eindeutigkeit zu zeigen. Fiir die Existenz geniigt es

MI@RZL‘Z‘

zu zeigen. Dies werden wir induktiv iiber n = dimp Y (M) tun. Fiir den Induktionsanfang (n = 0)
P

gilt: M = {0}, denn sonst gibt es 0 # = € M mit Ann(z) = (p®) Also 0 # p®~! -z € M, Dies ist
ein Widerspruch, da die Dimension O ist. Es gilt also:

0
M:@@
1=0

Fiir den Induktions-Schritt (n — 1 ~ n) wihle z € M mit Ann(x) = Ann(M ). Nach Bemerkung
3.13 (b) gilt dann:

Also gibtes Z1,... ,Tm € M/Rx derart, dass

M/Rx = @ R
i=1

Wihle nun nach Bemerkung 3.13 (c) Vertreter z; € Z; mit Ann(z;) = Ann(z;) furalle: =1,... ,m.
Wir Behaupten, dass dann gilt:
m
M = Rz P Rz,
i=1
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m
Beweis. Seim € M = m = m + Rx = ) r;z; Wir konnen nun m schreiben als:
i=1

m
m=rr+ E TiT;
1=i

Diese Summe ist direkt, denn betrachte:

m m
OZT‘ZL‘—FZ’FZ@’Z‘ :>0:Z’I"ii'i
i=1 i=1
= Vi=1,...,m rx;=0
= Vi=1,...,m 7 € Ann(z;) = Ann(z;)
= Vi=1,....m nrz;=0
= re=0

Zum Nachweis der Eindeutigkeit betrachte:

M = @in mit Ann(z;) = (p“) Vi=1,...,n

=1

Die auftretenden Exponenten e; sind eindeutig Bestimmt mit1 < e; < ... < e, < 00, denn betrachte
firee N

n n
pM = P Rp‘e; = P Rp‘mi ()
=1 i=1
e;>€

Die Anzahl der Summanden ungleich Null in (%) ist gleich der Anzahl der Elemente in
D := {e; | e; > € }. Fur D gilt aber:

tD = dimR/(p) [(p°M),)

Bemerke, dass die Dimension von (p°M), als R/(p)—Vektorraum ausschlieflich von M abhingt,
daher hingen auch die e; ausschlieBlich von M ab, und sind daher eindeutig bestimmt. O

Satz 3.14 (Hauptsatz iiber endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen)
Sei M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann gibt es v € N und x; ; € M mit der Eigenschaft:

M = RT@®R$Z‘J

i=1 j=1

wobei fiir alle i gilt: ¥j = 1..m; Ann(z;;) = (p;"’) mit e;1 < ... < e;m, und die p; sind
paarweise nicht Assozierte Primelemente in R. Weiter sind die e; j eindeutig bestimmt.

Beweis. Die Arbeit fiir diesen Beweis haben wir schon geleistet: In Satz 3.5 haben wir gezeigt, dass
Moduln iiber Hauptidealringen in einen Freien und einen Torsionsmodul zerfallen. Dass wir Torsions-
moduln als direkte Summe von M, schreiben konnen ist die Aussage von Satz 3.7 und im Satz 3.9
haben wir gezeigt, dass p-primédre Moduln als direkte Summe geschrieben werden konnen. O

22



Variante zu 3.14
Es gibt eindeutig bestimmte ¢; € R mit g;|g2] . . . |g, so dass

t
) R
=D a)

Der Beweis, dass dies wirklich eine Variante zu 3.14 ist, war eine Ubungsaufgabe.

Als Folgerungen erhalten wir nun einige schon bekannte Aussagen. Als erstes folgt der Hauptsatz
iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen, den wir in Algebra I nicht bewiesen haben:

Folgerung 3.15 (Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen)
Sei G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe, dann gibt es eindeutig bestimmte q; € N mit ¢;|qi+1, so

dass .
~ 7
@ =D )
i=1
Beweis. Dieser Satz ist ein Spezialfall von Satz 3.14 mit R = Z. O

Folgerung 3.16 (Allgemeine Jordansche Normalform)

Sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum mit dimg (V) < oo. Weiter seien ¢ € Endg (V) ein
K-linearer Endomorphismus und f(X) € K[X| das Minimalpolynom zu ¢. Da K|[X] ein Haupt-
idealring ist, faktorisiere f(X):

70 = [[ m(x)"
i=1

mit paarweise normierten Primpolynomen der Form:

d;
pi(X) =[] eisX?
§=0
Setze:
0 0 —Ci0
1 0 —Ci
Bi = 01
1 0 _Ci,di,g
0 1 _Ci,d¢_1
Dann gibt es eine Basis ‘B von V. Ferner gibt es t1, ... ,t, € Nsowie e; ; € N, so dass ¢ beziiglich

der Basis B die folgende Form hat:
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Hierbei ist D; j von der folgenden Form:

B;

1 BZ

g 5

Der Block B; wird genau e; j-mal wiederholt in D; ;. Im Spezialfall K = K ist K bereits algebraisch
abgeschlossen, daher gilt: p; = x — a; und somit ist B; = (a;) € Matg(1,1)

Beweis. V ist ein endlich erzeugter K [ X |-Torsionsmodul, also gilt nach dem Hauptsatz 3.14:

V=V
=1

mit V; ist p;-primdrer Modul. Diese Zerlegung liefert die Verteilung der A;. Weiter gilt:

t;
Vi=PViy
i=1

mit Ann(Vi, j) = (pfi’j ). Diese Zerlegung liefert die D; ;. O
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Kapitel 11

Zahlringe (I)

4 ganze Zahlen

In diesem Kapitel werden wir ganze Zahlen in Ringen betrachten. Hierbei werden wir viele Parallelen
zu den ,algebraischen Zahlen* aus Algebra I feststellen. Beispiele fiir Zahlringe zu Korpern sind:

Korper ‘ ganze Zahlen

Q z
K(X) K[X] |

Q(¢n) Z[Cn) mit §, :=en

Achtung: Im Allgemeinen gilt nicht:

QWd) | z[Vd mitd € Z

Definition 4.1 (Zahlkorper)
Jede endliche Korpererweiterung (KpErw.) von Q heifst Zahlkorper.

Bemerkung 4.2 Sei L /K endliche Galois-Erweiterung und B C L ein Teilring in L, so dass fiir
alle o € Homg (L, K) gilt 0(B) = B mit einem algebraische Abschluss K von K. Dann hat das
Minimalpolynom von jedem o € B Koeffizienten in B N K.

Beweis. Betrachte die Menge: { o(a) |0 € Homg (L, K)} = {a =: a1,... ,a, }. Dann gilt fiir das
zu o gehorige Minimalpolynom f, die Zerlegung

n

fa(X) = H(X — ;) = chXj
j=0

=1

Es gilt: ¢; € LOM/K) = K aber auch ¢; € B, denn alle «; sind Elemente aus B, da o(B) = B,
daher gilt fiir alle j = 1...n, dass die c¢; Elemente von B N K sind O

Die Bemerkung 4.2 fiihrt uns auf die Aussage, dass ganze Elemente von L Minimalpolynome in
(B N K)[X] haben sollten, wenn B die ganzen Zahlen von L sind.

Erinnerung (algebraische Zahlen)
Sei L/ K eine Korpererweiterung und o € L, dann heiBit o algebraisch, wenn es ein normiertes Poly-
nom f(X) € K[X]| mit f(a) = 0 gibt.
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Definition 4.3 (ganzes Element, ganz abgeschlossen, ganze Erweiterung)

Sei A ein Ring und B ein Erweiterungsring zu A (A C B). Ein Element o € B heifsit ganz iiber A,
wenn es ein normiertes Polynom f(X) € A[X] mit f(«) = 0 gibt.

Die Menge A= {a € B|« ganz iiber A} heifit ganz abgeschlossen bzw. der ganze Abschluss von
Ain B. Die Erweiterung B D A (bzw. B/A) heifit ganz, wenn jedes o« € B ganz iiber A ist.

Anmerkung A priori ist nicht klar, ob A ein Ring ist.

Erinnerung (algebraische Zahlen)

Sei L/ K eine Korpererweiterung dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) Das Element a € L ist algebraisch iiber K

(2) K(a)/ K ist eine endliche Korpererweiterung

(3) Es gibt eine endliche Korpererweiterung 7'/ K mit der Eigenschaft, dass « € T liegt.
Analoge Aquivalenzen fiir ganze Elemente folgern wir in Satz 4.5.

Generalvoraussetzung Wir betrachten nun nurnoch kommutative Ringe.

Bemerkung 4.4 (Gramsche Regel / Laplacescher Entwicklungssatz)

Sei A ein Ring und M := (m;;) € Mat 4(n,n) eine Matrix. Die zu M adjungierte Matrix

M* = (mj;) € Mata(n,n) hat Eintrdge m;; = det(M%), wobei M¥ = M ohne i-te Spalte und
j-te Zeile ist. Es gilt: M - M* = M* - M = det(M) - I,,, wobei I,, die n x n Einheitsmatrix ist.
Beweis. Der Beweis dieser Regel iiber Ringen ist Wortlich der gleiche, wie der aus der linearen Al-
gebra bekannte Beweis iiber Korpern.

Definition und Satz 4.5 (Treuer Modul)

Sei A ein Ring und B ein Erweiterungsring zu A. Sei weiter o € B. Es sind dquivalent:
(i) o ist ganz iiber A

(ii) Ala] ist endlich erzeugter A-Modul

(iii) Es gibt einen endlich erzeugten A-Modul T C B, der treuer Ala]-Modul ist, d.h.

e oI'CT

e 2T =0mitx € Ala] =2 =0
(Ann ) (T) = (0))
Beweis. per Ringschluss:
(1) = ()
n .
Nach Voraussetzung ist « ganz iiber A also gibt es ein normiertes Polynom f(X) = > ¢; X" € A[X]

i=0
derart, dass f(«) = 0 ist. Also konnen wir die n-te Potenz von « schreiben als

Q"= —(cp1-a" 14+ )
und somit ist

n—1
Alo] =) Ao’
=0

ein endlich erzeugter A-Modul.
,»(11) = (i)
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Setze T' := A[a/], dann ist nach Voraussetzung klar, dass 7" endlich erzeugt ist.
Zur Treuheit: Es gilt 1 € T, also folgt aus 7" = 0 insbesondere z - 1 = x =0
(1) = ()
Nach Voraussetzung ist 7" ein endlich erzeugter treuer A-Modul, also
n
T = ZAti mitty,... tn €T
i=1
Es gilt: o' C T also
n
Oétj = Z mijti mit m;j € A
i=1
Setze M := (m;j) € Mat 4(n, n) und betrachte:

mi1 mni tl Oétl o Ifl

Min Mnn tn aty a tn
Setze nun D := (- I,, — M) - t = 0 mit ¢ := (¢;);=1..,Nach Bemerkung 4.4 gilt:
0=D*-D-t=det(D)-I, t=det(D) -t
Da T nach Voraussetzung treu ist, gilt: det(D) = 0. Setze f(X) := det(X - I, — M) € A[X], dann

ist f(X) normiert und erfiillt f(a) =0 O
Folgerung 4.6 Seien A C B Ringe und o, . .. ,ap € B seien ganz iiber A, dann ist

Alaq, ... ,an] C B eine ganze Ringerweiterung von A und ist Alaq, . .. , | als A-Modul endlich
erzeugt.

Beweis. Induktiv iiber n:

Den Induktionsanfang bei (n = 1) haben wir in Satz 4.5 gezeigt. Wir betrachten nun den Induktions-
schritt (n — 1 ~ n)

Nach Annahme ist 7' := Aoy, ... , a,—1] ein endlich erzeugter A-Modul den wir auch durch

oy
=1

m .
darstellen konnen. Weiter ist A{a,,] = > A, ein endlich erzeugter A-Modul. Insbesondere ist
i=1

m
m+l _ .. of mit a
ay, —E aj-a) mita; € A
=1

Es gilt:

s m T
Alay,. .. o) = Tlay) = <Z Ati> o] = 0" Atiod,
i=1 i=1 i=1
ist ein endlich erzeugter A-Modul.
Sei 8 € Alay,. .. ,ay) und wihle T wie in Satz 4.5 (iii) als Ao, ... ,a,| dann gilt: 57 C T, und
T ist treu, da 1 € T ist. Nach Satz 4.5 ist § dann ganz iiber A. O
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Folgerung 4.7 Seien A C B C C Ringe, dann gilt: Die Ringerweiterung C/A ist genau dann ganz,
wenn sowohl C'/ B als auch B/A ganze Ringerweiterungen sind.

Beweis. Die Richtung ,,=* ist trivial. Zum Beweis der gegenrichtung sei o« € C'. Es gibt dann ein
n .
normiertes Polynom f(X) = > b; X" € B[X]| mit f(a) = 0. Nach Folgerung 4.6 ist Albo, ... , by]
i=0
als A-Modul endlich erzeugt iiber A. Somit ist wegen f auch Alb, ... , by, o] endlich erzeugt iiber
A. Mit Satz 4.5 folgt sofort, dass « ganz tiber A ist. O

Satz 4.8 Seien B/A (also A C B) Ringe, dann gilt:
A:={a € B|aganziber A} C B
ist ein Ring und jedes (3 € B, das ganz iiber A ist, liegt bereits in A.

Beweis. A ist ein Teilring von B, denn seien v, 3 € A dann folgt mit Folgerung 4.6, dass Ala, (] eine
ganze Ringerweiterung von A ist. Daher gilt: « — 3, + [, - § € Ala, (] sind ganz iiber A, und
somit in A enthalten.

Bemerke: 1 € A, denn f(X) := X — 1 hat Eigenschaft f(1) = 0.

Sei o € B ganz iiber A dann gilt mit Folgerung 4.7, dass « ganz iiber A ist. Somit liegt auch o € A
und der Satz ist bewiesen. O

Definition 4.9 (Normalisierung, Ring der ganzen Zahlen, ganz abgeschlossen, quadratfrei)
Sei L ein Korper und A C L ein Teilring von L.

Ap :={z € L|zist ganz iiber A }

heifst die Normalisierung von A in L, die ganz abgeschlossene Hiille bzw. der ganze Abschluss von A
in L. Wie in Satz 4.8 bewiesen ist Ay, ein Ring.

Sei L ein Zahlkorper (d.h. [L : Q] < oc), dann heifit Zp, (Alternative Notation O1,) Ring der ganzen
Zahlen von L.

Sei A ein Integrititsring (IB), dann heifst A ganz abgeschlossen, wenn A ganz abgeschlossen in
Quot(A) =: K ist, also wenn A = A gilt.

Sei A ein faktorieller Ring (ZPE), genau dann heifit d € A quadratfrei, wenn in der Primfaktorzerle-
gung von d iiber A keine Primzahl mehrfach vorkommt.

Beispiel 7 Sei d € Z\{0, 1} weiter sei d quadratfrei. Betrachte L := Q(v/d). Es gilt

7 — o _ Z[Vd] fallsd = 2,3 (4)
PR 2[4 faisd=1 ()

Satz 4.10 Faktorielle Ringe sind ganz abgeschlossen.

Beweis. Sei A ein faktorieller Ring (ZPE) und bezeichne K := Quot(A) den Quotientenkdrper von
A. Weiter sei y = g € K ein Element mit b, c € A, so dass ggT(b,c) = 1 ist. Nimm an, dass y ganz
tiber A ist, d.h. fiir a; € A gilt:

0=y"+an1y"""
pn bn—l

& 0= —H4an1—+...+ao
C

Cn—l

+...+a1y+ag

S 0=b"4+c- " " 4+ b+ Cag
& b= —c (a1 0" .+ lag)
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Dabher ist ¢ notwendig eine Einheit in A und somit muss y in A liegen. O

Bemerkung 4.11 Sei A ein ganz abgeschlossener Integrititsring und K = Quot(A) sein Quotien-
tenkorper. Weiter sei K ein algebraischer Abschluss zu K und y € K ein Element. Es gilt: vy ist genau
dann ganz iiber A, wenn das Minimalpolynom f, zu y Koeffizienten in A hat.

Beweis. Nach Voraussetzung hat das Minimalpolynom zu y Koeffizienten in A. Es gelten: f,(y) = 0
und f,(X) € A[X] ist normiert. Nach Voraussetzung ist y nun ganz iiber A daher gibt es ein normier-
tes Polynom g € A[X] mit g(y) = 0. Sei f,(X) € K[X] das Minimalpolynom zu y, dann teilt f, das
Polynom g, denn g € A[X] C K[X]. Betrachte die Menge M = { o(y) |0 € Homg (K (y), K) } der
Konjugierten von y. Alle z € M sind Nullstellen von g, da es Nullstellen von f, sind. Daher folgt,
dass alle o(y) ganz sind, denn sei G := Homg (K (y), K), dann

fy(X) =[] (X - o(y)) € K[X]NB[X] mit B = Ag,
ceG

Da A ganz abgeschlossen in K ist folgt: f,(X) € A[X]. O

Satz 4.12 Sei A ein Integrititsring, K := Quot(A) sein Quotientenkirper sowie L] K eine endliche
Korpererweiterung und B := Ay, dann gelten:

(@) Jedes y € L ldisst sich schreiben als y = % mitb € Bunda € A.
Insbesondere ist L = Quot(B)

(b) B ist ganz abgeschlossen
(¢) Ist A ganz abgeschlossen, dann gilt BN K = A

(d) Ist L/K galoisch, dann ist o(B) = Bfiir alle 0 € Gal(L/K) und,
falls A ganz abgeschlossen ist, dann gilt: BG2(L/K) = A

Beweis.

n .
zua) Seiy € Lund f(X) = > a;z* € K[X] das Minimalpolynom von y. Nach Voraussetzung

=1
ist K = Quot(A) also gilt a,, = 1,a; = % mit b;,¢; € A fiir i = 1,...,n und somit folgt
n—1
0=9y"+ b”c‘ln_ly"_l +...+ lc’—g Definiere nun ¢ := [] ¢; Dann ist
i=1

0= (cy)" + ci:—j(cy)”_l +...+ c”lc’—g und somit ist cy ist ganz iiber A, das heifit cy = b fiir

b € B und somit gilt y = &

C

zu b) Bereits bewiesen in Satz 4.8

zuc) ,,C“Seizr e BNK < € Bganziber Aundx € K.
Da A nach Vor. ganz abgeschlossen in K ist gilt aber: x € A = A
SO Seire Aganz= re Kunde € Ak CB=x€KNBHB

zud) Sei b € B gegeben und o € Gal(L/K') und weiter sei g(X) € A[X] ein normiertes Polynom
mit Nullstelle b, also g(b) = 0
= 0=0(0) = a(g(b)) = g(a(b))
= o(b)e B = o0(B)C B = B=o¢1(c(B)) Co '(B)
Sei nun A ganz abgeschlossen, dann gilt:
BGal(L/K) — B mLGal(L/K) —BNnNK=A 0
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Satz 4.13 (Elementarteilersatz)
Sei R ein Hauptidealring und I ein freier R-Modul von endlichem Rang. Sei weiter M C F' ein R-

Untermodul von F', dann gibt es eine Basis B von F mitey, ... ,e,, € Bundes gibtay, ... ,an € R,
so dass

(i) M die Basis {aje1, ... ,amen} hat.

(ii) al\ c. \am

Die Folge der Ideale (a1) 2 (a2) 2

. D (am) ist eindeutig.

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt aus dem Hauptsatz iiber endlich erzeugte Moduln iiber Hauptideal-
ringen (Satz 3.14). Zum Beweis der Existenz sei {b1, ... ,b,} =: B’ C F Basis von F'. Betrachte die
Koordinatenfunktion

Kki: F — R
n
E ijj = T
j=1

Fiir alle i ist x; € Hompg(F, R) ein Homomorphismus. Betrachte die Abbildung

Homp(F,R) — {ala <R}
A — AM) <R

Wihle \; € Homp(F, R) maximal in dem Sinn, dass aus A1 (M) C u(M) stets Ay = u folgt.
Benenne A\; (M) =: (a1) # (0) falls M # (0). Es gibt ein x; € M mit der Eigenschaft: A (z1) = a1
Fiir alle A\ € Hompg(F, R) ist A(z1) € (a1), denn sonst gelte

(y) = (M(z1), (a1)) 2 (a1) und somit lieBe sich y darstellen als y = rA(z1) + say mitr,s € R
Definiere A := rA + sA; dann ist A(z1) = y und somit ist A(M) nicht in A (M) enthalten. Dies ist
aber ein Widerspruch zur Maximalitdt von A;.

Insbesondere liegt fiir alle ¢ = 1,...,n k;(z1) wieder in (a1). Es folgt, dass alle Koordinaten von
x1 beziiglich B’ durch a; teilbar sind, also gibt es e; € F mit der Eigenschaft aje; = x1. Es gilt:

F = Re; @ Ker(A;), denn
1. Rey NKer(A1) ={aei|a € RAX(ae1) =0} = (0), denn
A(aer) =0=0= Aaare1) = aX(z1) =a-a;

2. Seiz € I so folgt:
)\1(.1‘ - )\1(1‘)61) = )\1(.7}) — )\1()\1(3))61) = )\1(.1‘) — )\1(.7,') -1=0
denn al = )\(:Iil) = )\1(a1€1) = al)\l (61)

Bezeichne F := Ker(\1) und M; := M N Fy, dann gilt:

Rey@My =M CF=RePF
Fahre nun induktiv fort, dies ist moglich, da rg(M;) = rg(M) — 1 ausserdem gilt: A € Homp(F}, R)

also A(M1) C (a1), denn sonst gelte mit m € M;: (y) = (a1, A(m)) 2 (a1). Damit lieBe sich y aber

darstellen als y = ra; + sA(m) mit r, s € R Betrachte nun die Abbildung:
A Req @ F, — R
ae; +b — ra+ sA(b)

Es gelte :\(alel +m) = raj + sA(m) = y und somit S\(M) ;Dé (a1)

Dies ist aber ein Widerspruch zur Maximalitéit von A;. d
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5 Ideale und die Diskriminante

Motivation Im Allgemeinen ist der Ring der ganzen Zahlen eines Zahlkorpers kein faktorieller Ring.

Beispiel 8 L := Q(v/—5) Es gilt: —=5 =3 (4) = Oy = Z[/-5]

Betrachte 6 = 2-3 = (1 —+/=5) - (1++/=5) Es gilt: 2 und 3 sind nicht zu (1 — /=5), (1 ++/=5)
assoziert. Ausserdem sind 2, 3, (1 — \/=5), (1 + \/=5) unzerlegbar in Z[\/—5]. Damit ist der Ring
Z[\/=5] nicht faktoriell.

Ziel ist zu zeigen, dass Zj, die ,,eindeutige Primidealfaktorisierung* gilt.

Satz 5.1 Sei p # 2 eine Primzahl. Genau dann gibt es natiirliche Zahlen a,b mit der Eigenschaft
p=a®+0b% wennp=1 (4) ist.

Satz 5.2 (Eigenschaften von Z.[i))

(@) Z[i] miti®> = —1 ist der Ring der ganzen Zahlen von Q(i)

(b) Z[i] ist euklidisch und somit faktoriell

(¢) Z[i]* = {1, +i}

(d) Die Primelemente von Z[i] sind (bis auf assozierte) die folgenden:

e 144
s a+ibmita® + b* = p (prim) € Zmitp =1 (4) und a > |b| > 0
e p(prim) € Zmitp =3 (4)

Beweis.
zua) i =+/—1und —1 = 3 (4). Somit ist (a) ein Spezialfall von Aufgabe 1 des 4. Ubungsblattes.

zu b) Aus Algebra I ist bekannt, dass Z[i] euklidisch ist beziiglich
N:Z[i]>a+ib— a®>+b* €N

zuc) Esgilt: N(zy) = N(z) - N(y). Sei x = a + ib € Z[i]*, dann gibt es ein y € Z[i]* mit 1 = zy.
Betrachte: N(1) = 1= N(z)N(y)
= N(z)=a>+0* =1

zud) Beh. 1: Sei p eine Primzahl in Z. Es gilt: —1 ist Quadratin F), < p =1 (4)
Beweis. [, = Z(p — 1)Z und damit ist —1 genau dann ein Quadrat in F, wenn es ein = €
mit Ord(z) = 4 gibt. D.h. genau dann, wenn 4|(p — 1) A

Beh. 2: Sei a eine ganze Zahl, dann gilt: a®> = 0,1 (4)

Beweis. Seip=1(4) = Jz e F;:2°+1=0

= Yy €Ly +1=0(p) = p|(y* + 1) = (y +i)(y —19) € Z[q]

= p ist kein Primelement von Z][i], denn % + ]% ¢ 7[i] A
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Sei p kein Primelement in Z[i| = p =« - € Z[i] mit o, 8 ¢ Z[i|* Es gilt:

N(p) = p?> = N(a)N(B) = p= N(a) mita = a + ib

= N(a)=a?>+V* = p=1,2 (4)

=p=2Vp=1(4)

2= (1+i)(1—i)Bsgilt: 1 — i = —i(1 +1)

Sei p = 3 (4) = p ist Primelement.

Seip =1 (4) = pist kein Primelement und o = @ + ib mit p = o - B und p = a? + b? O

Definition 5.3 (Summen und Produkte von Idealen)
Sei R ein Ring und I, J < R Ideale. Wir definieren genau wie in Algebra I

n
I-J={>zi-y|lz,elNy; €] AneN}
i=1

I+J:=J)=Azy|lz; eI Ny, €J}
e [":=1-...-I n-mal
o I, J heiflen Teilerfremd, falls I + J = R
Beispiel 9 R =7
(a) - (b) = (ab), (a) + (b) = (99T(a,b)), (a) N (b) = (kgV(a,b))
Anmerkung Sei R ein Ring mit Idealen I, J < R,danngil: INJ D 1-J

Bemerkung 5.4 Sei R ein Ring mit Idealen I, J, P,QQ < R dann gelten:
(a) Falls I + J = R gilt, folgt I - J=1NJ
(b) P, Q prim mit P ist Maximalideal und Q) ;Cé P, dann sind P, Q) Teilerfremd.

Beweis. Zunichst zu Teil (b). Es gilt P ; P + Q. Da P ein Maximalideal ist, folgt: P + Q) = R

Fiir den Teil (a) ist die Inklusion ,,C* trivial, die andere Inklusion ist auch klar, denn aus I + J = R
folgt, dass es ein z € I und ein y € J gibt, so dass 1 = = 4+ y. Sei nun z € I N J dann gilt
z=z-1l=zx+zycl-J O

Definition 5.5 (eindeutige Idealfaktorisierungseigenschaft)

Sei R ein Ring, dann hat R die eindeutige Idealfaktorisierungseigenschaft (EIFE), falls sich jedes
Ideal I mit (o) # I < R auf bis auf die Reihenfolge eindeutige Art als Produkt von Primidealen P;
schreiben ldsst. (D.h. I = Py - ... - P,)

Beispiel 10 (Algebral)
Jeder Hauptidealring R hat die eindeutige Idealfaktorisierungseigenschaft, denn sei a € R, dann gilt

n
a=c¢- H p;’ mite € R* und p; paarweise nicht assozierte Primelemente
i=1

Daraus folgt unmittelbar eine bis auf Reihenfolge Eindeutige Zerlegung:
(@) = (p1)* .- (pn)™

Satz 5.6 Sei A ein Hauptidealring mit K := Quot(A). Sei L eine endliche separable Erweiterung
von K, dann hat Ay, die eindeutige Idealfaktorisierungseigenschaft.
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Diesen wichtigen Satz konnen wir noch nicht beweisen, aber wir werden im Folgenden zeigen, dass
ein kleinerer Ring als Ay, nicht die eindeutige Idealfaktorisierungseigenschaft besitzt.

Beispiel 11 Der Ring 7Z[\/5] hat die eindeutige Idealfaktorisierungseigenschaft nicht.
Bezeichne L := Q(+/5), dann gilt:

Aus Griinden der Lesbarkeit fiihren wir die Notation g wie goldener Schnitt fiir % ein. Wir wollen

nun ein Gegenbeispiel konstruieren. Wir suchen also ein Ideal, welches sich nicht bis auf die Reihen-
folge eindeutig in Primideale zerlegen ldisst.

Behauptung 1 Sei Q := 2 - Z[g|, dann ist Q Maximalideal.

Beweis. Das Minimalpolynom von g ist X?> — X — 1. Betrachte:

Z[g]/Q o~ (Z[X]/(X2 - X - 1))/(2) = Z[X]/(XQ ~X-1,2)
T
) Iy [X]/(XQ Cxa 1) gmod(;) irred. F,

= ( ist Maximalideal

Behauptung 2 g := HT\/E ist eine Einheit, denn 1+2‘/‘F’ . 172\/‘?’ =—lalsoistg~! = \/5271.
Esgilt:2-gcQ = V5—-1€Q.

Behauptung 3 P := Q N Z[\/5] ist Primideal von Z.[\/5).

Beweis. Betrachte: ¢ : Z[\/5] — Z[g] — Z[g]/Q = [y Es gilt: P = Ker(yp), daher gilt nach dem
Homomorphiegesetz:
28 = ()

und somit Im(p) = Fy V Im(p) = Fo. Damit haben wir gezeigt, dass P Maximalideal ist, also ist P
ein Primideal. O

Behauptung 4 P = (2,15 — 1) < Z[\/5].

Beweis. Betrachte den folgenden surjektiven Ringhomomorphismus:

ng]/(z,\/é—n —

Vi o~ 1
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Dieser ist aber auch injektiv, denn:

Z[Vs], Vo v - (Z[X]/(X2 - 5)>/(2,x e Z[X]/(ZXQ -
= IF2[X]/(X ~1,X2-5) IET2[X]/(X +1,(X +1)2)
= FQ[X]/@ —1)=F
O
Behauptung 5 Sei I := 2 - Z[\/5], dann gilt: I S P
Beweis.
2V, _ BolX) o g =Bl 2 ZWs),,
Behauptung 6 P2 = - P
Beweis.
P2 = (2,V5-1)-(2,V5-1)=(4,2(vV5-1),(vV5-1)?
= (4,2(V5-1),5+1-2V5)=(2)-(2,V5—1)
—I.P
O

Das Ideal P? lisst sich also wie folgt faktorisieren: I - P = P?> = P - P, wobei I und P Primideale
sind. Habe 7.[\/5] nun die eindeutige Idealfaktorisierungseigenschaft, so folgte daraus I = P. Dies
ist, wie gezeigt, nicht der Fall, also kann Z[\/S] die eindeutige Idealfaktorisierungseigenschaft nicht
besitzen.

Definition 5.7 (Spur und Norm)!

Sei L/ K eine endliche Korperweiterung dann gilt: [L : K| = [L : K]g - q. Seien weiter oo € L und
{o1,... 00} = Homg (L, K). Wir definieren die Spur von « iiber L/ K durch

Spury /i () == Spp k() :=q- ZUz

Und die Norm von « iiber L/ K durch

Normp, g () := N /g ( (HUZ >

Bemerkung 5.8 Seien M/L/K endliche Kirpererweiterungen, dann gelten

SPa/x = SPr/k 5Py und - Ny =NpjgoNyyp

'Vergleiche [L2] Seite 81, Definition 20.1
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Beweis. Auf Homg (M, K) ist durch 0 ~ 7 :& o0, = 7),(& (771 00), = idy) eine Aqui-
valenzrelation definiert. Seien also o1, ... , o, Reprisentanten der Aquivalenzklassen und numeriere
{7m1,...,7m} = Homp (M, K), dann gilt:

Hompg(M,K)={o; - ;|1<i<nAl<j<m}

Esgilt: [L: K|=[L: Kl|s-qAN[M:L]=[M:L]s-r.Seinun o € M, dann gilt:

n m

Spr/k(a) = Q'TZZWOTJ'(Q)

i=1 j=1

n

= q-Zai T-ZTj(a)

=1 j=

—

= Spr/k - SPumy/L(@)

Der Beweis fiir diese Eigenschaft der Norm folgt analog. O

Definition 5.9 (Die Diskriminante)
Sei L/ K endlliche separable Korpererweiterung und 6 = {a1, ... , ay, } eine K-Basis von L. Weiter
numeriere {01, ... ,0,} = Homg (L, K). Die Diskriminante der Basis ‘B ist definiert als

d(B) := det ((0i(cj))1<ij<n)’
Bemerkung 5.10 Wir verwenden die Bezeichnungen aus Definition 5.9. Es gilt:

d(B) = det <(SPL/K(%' : aj)lgmén)

Beweis. Setze M := (Ui(aj))1<i j<n Und betrachte

MY M = (ZUk(%)'%(%’))
k=1
= (Zak(ai-aj)>
k=1

= (Spr/x(ai-aj)) 1<ij<n

1<ij<n
1<ij<n

Es gilt also:
d(B) = det(M)? = det(MT - M) = det ((Spp/r (@i - ) 1<ij<n)

a

Sei L/K eine separable Korpererweiterung vom Grad n, dann wissen wir aus Algebra I, dass es

ein a € L gibt, mit K(a) = Lund B := {1,a,a?, ... ,a" 1} ist eine K-Basis von L. Bezeichne
{o1,... ,00} = Homg (L, K). Die Matrix M € Matg (n,n) zu dieser Basis ist die Vandermonde-
Matrix
o1(1) oi(a) - or(a)?
V= ) . :
on(1) op(a) -+ opla)™ !
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Bemerkung 5.11 Die Determinante der Vandermonde-Matrix ist

1 al e a?_l
det(V):=det | : : : = H (a; — a;)
1 Ay - an_l n>j>i>1
n
O
Anmerkung Die Diskriminante von obigem ‘B ist also:
d(B) = [(05(a) = 0i(a))?
j>i
Satz 5.12 Sei L/ K eine endlich separable Kirpererweiterung vom Grad n. Die Bilinearform
<> LxL — K
(x,y) — <z,y>:=Spyg(T-Yy)
ist nicht ausgeartet. Ausserdem ist die Diskriminante d(*8) # 0 fiir alle K-Basen B von L.
Beweis. Sei B := {a1,...,a;} eine K-Basis von L und M die zu < -,- > gehorige Gramsche-

Matrix. D.h. < z,y >=y7 - M -z.Mitz = oy und y = o gilt dann

y' Mz = mij = SpL/K(O‘i ;)

Behauptung 1 Jede Bilinearform ist genau dann nicht ausgeartet, wenn die Determinante der Gram-
schen Matrix nicht Null ist.

Diese Behauptung beweisen wir noch etwas allgemeiner in folgendem
Lemma Sei A € Maty (n,n) symmetrisch, genau dann ist A nicht ausgeartet, wenn det(A) # 0.

Beweis. ,, < Sei x € L derart, dass fiir alle y € L gilt: y7 Az = 0.
Wihle eine Basiswechselmatrix C' € GLg(n) mit x = C' - e; wobei e; den ersten Einheitsvektor
bezeichne, dann gilt fiir alle y € L

yT Az =97 (AC)C 'z =yT (AC)e; =0
Die 1. Spalte von (AC') besteht also nur aus Nullen, daher gilt: det(AC) = det(A) - det(C) = 0. Da
C € GLg(n) ist, folgt det(A) = 0.
,=": Sei det(A) = 0, dann hat A keinen vollen Rang, also gibt es invertierbare Matritzen

C,C~1 € GLg(n), so dass die 1. Spalte von D = C'AC nur aus Nullen besteht. Hieraus folgt aber
schon die Ausgeartetheit von A, denn:

yT Az =yTC'DCx

Das Lemma ist also bewiesen. A
Wir wihlen nun zunichst B’ := {1,a,...,a" '} mit K(a) = L. Nach der Anmerkung vom Be-
gin der Vorlesung ist die Determinante von M nicht Null beziiglich B’, also ist die Spurform nicht
ausgeartet. Die nicht Ausgeartetheit einer Bilinearform ist jedoch Basisunabhingig, also folgt die
Behauptung. Insbesondere gilt fiir jede beliebige K -Basis B von L:

d(B) = det(Spr/k (iaj))ij # 0
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Bemerkung 5.13 Sei A ein ganz abgeschlossener Integrititsring mit K := Quot(A). Weiter sei
L/K eine endliche separable Kirpererweiterung und B := Ay, bezeichne den ganzen Abschluss von
Ain L. Fiir x € B gelten:

(a) Spr/k(z) € Aund Np i (x) € A

(b) x ist genau dann eine Einheit von B, wenn N, K () eine Einheit von A ist.

Beweis. Zu (a) Nach Bemerkung 4.11 hat das Minimalpolynom f; von z Koeffizienten in A. Wei-
ter ist o(x) fiir alle 0 € Homg (L, K) eine Nullstelle des Minimalpolynoms f, also ist o(z) € B.
Hieraus folgen nun die beiden Aussagen:

Spyk(z) = Y oz eBNK=A
o € Homg (L,K)
Np/k(z) = [ o¢@eBnK=4

o € Homg (L,K)
Zu (b) Sei x € B* dann gibt es ein y € B so dass x - y = 1 gilt. Daher gilt
1 =Np/k(1) =Np/g(ry) =N/ (2) - Npjre(y)

Sei nun Ny /i (7) € A* dann gibtes ein a € A sodass a - Ny, /i (z) = 1 gilt. Daher gilt

a- Ha(x) x=1=xz¢€B"
o#id
a

Bemerkung 5.14 Zusdtzlich zu den Voraussetzungen in 5.13 sei 6 := {aq, ... ,ay,} eine K-Basis
von L und weiter bezeichne d := d(*B) die Diskriminante von B. Dann gilt:

dB C Aoy + ...+ Aay,

Beweis. Sei § € B := Ay, C L, dann lisst sich 3 darstellen als

n
B=> ri
1=1

wobei alle 7; Elemente aus K sind. Nach Bemerkung 5.13 gilt dann

Spr/k(a;B) = Spr/k (04]' (Z Ti%‘))

i=1

= > riSppx(ajou) €A

i=1

Schreiben wir diese Gleichung in Matrixform auf, erhalten wir

Sp(aiar) Sp(aian)

Sp(alan) Sp(anan)
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Sei M* die zu M adjungierte Matrix, dann ist

Sp(a1/3) 1 1 d-m
M*- : =M*-M| : |=det(M)| : | = :
Sp(anf) Tn Tn d-r,
Wie wir an dieser Gleichung ablesen konnen gilt fiiralle: = 1, ..., n, dass die Elemente d - r; bereits
in A liegen. o

Definition 5.15 (Ganzheitsbasis)

Sei A ein ganz abgeschlossener Integritdtsring mit Quotientenkorper K := Quot(A). Weiter sei L/ K
eine endliche separable Korpererweiterung und B := Aj, bezeichne den ganzen Abschluss von A in
L. Ist B ein freier A-Modul vom Rang n, dann heifpst Q@ := {w1, ... ,w,} C B eine Ganzheitsbasis
von B/A, falls B = Aw; + ...+ Aw, gilt.

Anmerkung Im Allgemeinen gibt es keine Ganzheitsbasen, da B im Allgemeinen kein freier A-
Modul ist. Ist €2 eine Ganzheitsbasis, so bildet 2 auch eine K-Basis von L.

Satz 5.16 Sei A ein Hauptidealring mit Quotientenkorper K := Quot(A). Weiter sei L/K eine
endliche separable Korpererweiterung und B := Ay, bezeichne den ganzen Abschluss von A in L.
Sei M C L mit M # {0} ein endlich erzeugter B-Modul, dann ist M ein freier A-Modul mit
vga(M) = [L: K] =n

Beweis. Sei B := {ay,...,a,} eine K-Basis von L. Wir kénnen ohne Einschrinkung annehmen,
dass alle o; € B sind, denn sonst multiplizieren wir alle Elemente aus 8 mit dem Hauptnenner durch.
Bezeichne d := d(B) die Diskriminante von B, dann gilt nach Bemerkung 5.14:

dB C Aoy + ...+ Aay,

Sei £ := {u1,...,4n} C L ein Erzeugendensystem von M als B-Modul, dann gibt es ein a € A
derart, dass fiir alle s = 1, ..., n die Elemente au; in B liegen, daher gilt aM C B. Betrachte

adM CdB C Aoy +...+ Ao, € B

Es gilt: Aoy + ...+ Aay, ist ein freier A-Modul, also ist adM als Untermodul eines freien A-Moduls
selbst frei und rg 4 (adM) = rg 4 (M) < n. Sei nun m € M\{0}, dann betrachte

p:B — M
b — bm
 ist injektiv, also folgt: rg 4 (M) > rgs(B) =n O

Definition und Folgerung 5.17 (Diskriminante der ganzen Zahlen)

Seien K ein Zahlkérper (d.h. [K : Q] < oo) und O = Zy der Ring der ganzen Zahlen von K.
Dann hat O i eine Ganzheitsbasis ) und die Diskriminante jeder Ganzheitsbasis ist gleich.

Wir nennen d(Q)) =: d(O ) die Diskriminante der ganzen Zahlen von K.

Allgemeiner gilt: Jeder O i -Untermodul M von K ist ein freier Z-Modul mit rg(M) = [K : Q] und
die Diskriminante aller 7-Basen von M ist gleich.
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Beweis. Der Ring Z der ganzen Zahlen ist ein Hauptidealring, also gilt nach Satz 5.16, dass M ein
freier Z-Modul mit rg(M) = n = [K : Q] ist. Seien A := {ay,... ,an}und B := {F1,..., 0}
zwei Z-Basen von M mit der zugehorigen Basiswechselmatrix C' € GLyz(n) D.h. insbesondere gilt:

det(C - C™1) =1 =det(C) - det(C™) = det(C) € Z* = det(C) € {£1}
Sei M = (SpK/Q(aiaj))ivj dann folgt CT : M -C= (SpK/QQ@'ﬁj))@j Es gilt:

det(CT M C) = det(C)? det(M) = det(M)

Folgerung 5.18 Unter den Voraussetzungen aus Definition und Folgerung 5.17, mit zusdtzlich
My C My zwei endlich erzeugten O i-Moduln von K, gilt:

d(My) = d(Ms) - (My : My)?
wobei (M : My) = 4 (MQ/M1> der Gruppenindex abelscher Gruppen ist>.

Beweis. Ubungsaufgabe.

6 Noethersche Ringe

Motivation In einem Hauptidealring R gilt: Jeder Untermodul eines endlich erzeugten R-Moduls ist
selbst endlich erzeugt. (x)

Beispiel 12 Sei K ein Korper und R := K[X1, X2, X3, ...] der Polynomring iiber K in unendlich
vielen Variablen. Betrachte M := R als R-Modul, dieser ist endlich erzeugt von 1g. Jedoch ist
M > N := (X4, X9, X3, ...) nicht endlich erzeugt.

Das Beispiel zeigt, dass die Aussage () etwas besonderes ist und im Allgemeinen nicht gilt.

Beispiel 13 In R := K[X1,...,X,] dem Polynomring iiber K in endlich vielen Variablen gilt die
Aussage (x) nach dem Basissatz von Hilbert.

Ringe in denen (x) gilt heiBen Noethersche Ringe nach Emmy Noether. Wir definieren sie wie folgt:

Definition 6.1 (Noethersch, Artinsch)
Sei R ein Ring und M ein R-Modul.

1. M heifst Noethersch (bzw. Artinsch), falls jede nicht-leere Menge S von Untermoduln von M
ein maximales (bzw. minimales) Element enthiilt.
Dabei heifst N € S maximal (bzw. minimal), falls
NCNeS=N=N(bzw. NN = N = N) gilt.

2. R heifst Noethersch (bzw. Artinsch), falls R als R-Modul Noethersch (bzw. Artinsch) ist.

2 Vgl. [L2] Def. 2.4 - Seite 5
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Bemerkung 6.2 Sei R ein Ring und M ein R-Modul, dann sind dquivalent:
(i) M ist Noethersch (bzw. Artinsch)

(ii) Jede aufsteigende (bzw. absteigende) Kette von Untermoduln
ngNggNgg (bZWngNQQNgg)
wird stationdr, d.h. es gibt ein n, so dass fiir alle n, die grofier sind als n, die Gleichung
Ny, = Ny, erfiillt ist.

Beweis. ,,(i) = (i)

M ist nach Voraussetzung Noethersch und eine Aufsteigende Kette Ny C Ny C N3 C ... ist gegeben,
setze S := {N1, No,...}. Dann hat S ein maximales Element. Bei diesem wird die Kette stationir.
(1) = (1)

Angenommen M sei nicht Noethersch und S eine nicht-leere Menge von M -Untermoduln N; ohne
maximales Element. Konstruiere eine unendliche Kette mit echten Inklusionen wie folgt:

Sei N € S beliebig, da S nach Annahme kein maximales Element hat gibt es No € S mit N; C No.
Nj ist nicht maximal, also gibt es N3 € S mit Ny C No C Nj ... und so weiter.

Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung, dass Jede Kette abbricht!

Analog folgen die Beweise fiir Artinsch mit absteigenden Ketten. O

Beispiel 14 (Fiir Noetersche / Artinsche Ringe)
e Korper sind sowohl Noethersch als auch Artinsch.
* Hauptidealringe sind Noethersch.

* Zist nicht Artinsch, denn (2) 2 (4) 2 (8)...

Jede endliche abelsche Gruppe ist sowohl Noethersch als auch Artinsch als Z-Modul.

* K[X1, Xo,...] ist nicht Noethersch, denn (X1) G (X1,X2) G ...

Satz 6.3 Sei R ein Ring und M sei ein R-Modul. Es sind dquivalent:
(i) M ist Noethersch und (ii) Jeder Untermodul N < M ist endlich erzeugt.

Beweis. (i) = (i)™
Angenommen N ist nicht endlich erzeugt, dann gibt es fiir ¢ € N Elemente x; € N, so dass

< I >R;<x1,x2 >R;~-

Dann ist M aber nicht Noehtersch.
(1) = (1)
Sei N1 G No G N3 G ... eine aufsteigende Kette von Untermoduln von M. Definiere

[e.9]
N:=JNi<M
i=1
Dieser ist endlich erzeugt mit den Erzeugern x1, ... ,x,,. Es gibtein !l € N, so dass die 1, ... ,Zm
im zugehorigen Untermodul V; liegen. Diese Kette ist also ab [ stationdr. O
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Satz 6.4 Sei R ein Ring und

eine exakte Sequenz von R-Moduln. Es sind dquivalent:
(i) M Noethersch und (ii) sowohl N als auch M/ v sind Noethersch.

Beweis. ,,(i) = (i1))“:

Sei S eine nicht-leere Menge von Untermoduln von N. Fasse die Elemente von S als Untermoduln
von M auf. Da M nach Voraussetzung Noethersch ist, hat S ein maximales Element.

Sei My C Mo C ... eine aufsteigende Kette von M/ v Untermoduln und bezeichne 7 die Projekti-

onsabbildung von M nach M/ N> dann ist
oYMy C (M) C ...
eine aufsteigende Kette in M. Diese wird stationdr, d.h. es gibt ein n € N, so dass fiir alle 7 € N gilt:
7Y (M,;) = (M, Daher folgt
T (ﬁ_l(]\an+i)) =M, ;i =M,=mn (W_l(Mn))

Zu ,,(>ii) = (1)
Sei M1 C My C M3 C ... eine Kette in M. Betrachte N N M; C N N M, C ... diese Kette wird
stationér nach Voraussetzung. Betrachte weiter M + M/ N € M+ M/ ‘N € ... auch diese Kette
wird nach Voraussetzung stationér. Bezeichne n einen Index, ab dem beide Ketten stationér sind, dann
gilt fiir alle 7 > 0

Mn+M/N:Mn+i+M/N

Mit den Isomorphiesatz folgt dann:
Mn (Y] M — ) M ~ Mn i — Mn i
VM, NN = Mn+ 7/ N = Myii + 75/ N =50y AN= AL AN

Weiter ldsst sich nun folgern, dass

(M”+ Y M, N N) /( M

~ Mutiyy o =0
Y My, N N) M

und mit M,,; = M, folgt nun die Behauptung. O

Anmerkung Der soeben bewiesene Satz gilt auch fiir Artinsche Moduln.

Folgerung 6.5 Sei R ein Ring und M, ... M, < N seien R-Moduln. Dann sind dquivalent:

n
(i) My, ..., M, sind Noethersch und (ii) > M; ist Noethersch
i=1
Beweis. ,,(ii)) = (1)“:
Untermoduln Noeterscher Moduln sind selbst Noethersch nach Satz 6.4.
Zu (i) = (i)
0.B.d.A. sei n = 2, dann betrachte die folgende exakte Sequenz:

0— My 5 My + My 5 (Mlﬂ\fz)/M1 -0
Es gilt:

My + M- ~ M-
( 1+ 2)/M1 = 2/M1 N M,

dieser ist Noethersch, da er ein Quotient von Noetherschen Moduln ist. Mit Satz 6.4 folgt dann direkt,
dass auch M7 + My Noethersch ist. O
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Folgerung 6.6 Sei R ein Noetherscher Ring und M ein endlich erzeugter R-Modul, dann ist M
Noethersch.

Beweis. Sei {71, ... ,z,} =: E ein Erzeugendensystem von )M, dann konnen wir M darstellen als
n
M = Z RSL‘Z'
i=1
Da Rz; als Quotient von R Noethersch ist folgt die Aussage aus Folgerung 6.5. O

Anmerkung Die Folgerungen 6.5 und 6.6 gelten ebenso fiir Artinsche Moduln.

Satz 6.7 Sei R ein Noetherscher Ring, dann ist R[X] Noethersch.

Dieser Satz Beweist den Induktionsanfang von Hilberts Basissatz, den wir gleich mit beweisen wollen.

Folgerung 6.8 (Hilberts Basissatz)
Sei R ein Noetherscher Ring, dann ist R[X1,... ,Xy] Noethersch. Insbesondere sind alle Ideale
a < R[Xy,...,X,] endlich erzeugt.

Beweis. Sei / < R[X] ein Ideal. Wir miissen zeigen, dass I endlich erzeugt ist.
Dazu definieren wir:

Ay = {aplap€eINna, «e Ry =INR<R
A = {a1|a1X+b0€I/\a16R}§lR
Ay = {a2|a2X2+Xb1+boEI/\CLQER}S]R

Es gilt: Ag C A1 C Ay C ... Da R Noethersch ist, wird diese Kette Stationir, also gibt es ein d € N
derart, dass fiir alle ¢ > 0 die Gleichung A4,; = Ay gilt. Da fiir 0 < m < d die Ideale A,, als Ideale
eines Noetherschen Rings endlich erzeugt sind, konnen wir A,, schreiben als (a1, ... , @m.e,, ). Fir

jedes dieser a,, ; gibt es
m—1

fri(X) = am X"+ Y b X €T
=0

Behauptung 1 7 = (f,,,(X)) o<m<a

1<i<em

Wir beweisen fiir g(X) € I, dass g von den f,, ; erzeugt wird, per Induktion iiber den Grad  von g.
1. Fall (r > d):

€d
Nun ist a, € A, = A4 daher gibt es Elemente s; € R so dass a, = s; aq, gilt. Betrachte:

=1

€d

h(X)=g(X) =Y sifei(X)- X" eI
=1

Es gilt: deg(h) < deg(g) = r. Diesen Vorgang wiederholen wir solange, bis deg(h) < d ist, dann
gehe zum
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2. Fall (r < d):

Er
Es gilt: a, € A, C A, also gibt es Elemente s; € R so dass a, = s; aq; gilt. Betrachte nun

=1
BX) = g(X) = 3 s fra(X) €T
=1

Es gilt deg(h) < r. Schlussendlich kommen wir zum
3. Fall (r = 0), dies ist trivial. O

Satz 6.9 Sei A ein ganz abgeschlossener Noethersche Integritiitsring und bezeichne K := Quot(A)
den Quozientenkorper von A. Weiter sei L/ K eine endlich separable Korpererweiterung und

B := Ay bezeichne den ganzen Abschluss von A in L. Es gilt: B ist Noethersch und B ist endlich
erzeugter A-Modul

Beweis. Sei {a1,...,a,} = B eine K-Basis von L und d := d(*8) die Diskriminante von ‘B. Es
gilt:

dBC Aaj+...+Aqa, CL
= BC A% +...+A% CL

Weiter ist A% + ...+ A‘%" Noetherscher A-Modul, daher folgt mit den Sétzen 6.4 und 6.5 sofort,
dass B ein endlich erzeugter Noetherscher A-Modul ist. O

7 Ringe der Dimension 1

Definition 7.1 (Primidealketten, (Krull-)Dimension)
Sei R ein Ring. Eine Primidealkette in R der Linge n ist eine aufsteigende Kette von n+1 Primidealen
mit echten Inklusionen:

PSP, 1S..SPCPR

Sei P <1 R ein Primideal. Die Hohe von P ist definiert als
h(P) := sup{ Lénge der Primidealketten mit Py = P }
Die (Krull-)Dimension eines Rings R definieren wir als
dim(R) :=sup{ h(P)| P (prim) < R}
Beispiel 15 (Krulldimensionen)
* Sei K ein Kirper, dann ist (0) < K das einzige Primideal, also ist dim(K) = 0.

o Sei R ein Hauptidealring, aber kein Korper, dann ist dim(R) = 1, denn in Satz 6.4 der Algebra
I haben wir gezeigt, dass jedes Primideal p # (0) ein Maximalideal ist.

* Sei K ein Korper und R .= K|[X1,...,X,], dann gilt:
0)S (X1) & (X1, X2) & ... G (X1,..., Xp), also ist dim(R) > n.
mit dem Noetherschen Maximalisierungssatz ldsst sich hier sogar Gleichheit zeigen.
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Bemerkung 7.2 Sei R ein faktorieller Ring und P < R ein Primideal mit (0) # P, dann sind
dquivalent: (i) P ist ein Hauptideal und (ii) Die Hohe von P ist 1

Beweis. ,,(ii) = (1)
Unsere Voraussetzung ist h(P) = 1. Sei « € P\{0}, dann ist

n

T = prl mit p; (prim) € R
i=1

P ist Primideal und = € P daher gibt es ein p; mit p; € P.

Betrachte die folgenden Inklusionen: (0) & (p;) & P Dah(P) = 1ist, gilt (p;) = P

Zu (1) ,,=* (ii)

Nach Voraussetzung gilt: P = (p). Sei (0) & Q@ S (p) mit @ < R ein Primideal. Ohne Einschrinkung
sei h(Q)) = 1 dann folgt aus der Implikation von (ii) nach (i), dass @ = (¢) C (p) mit g € (p)

ist, also gilt ¢ = p-r mitr € Rp und somit liegt pr € (¢) da (¢) ein Primideal ist. Also ist entweder
p € (q), dann gilt (p) = (q), oder r € (q). Angenommen r € (q), dann gilt

r = qs seER
=4q = pr=gqps
=0 = q(1—ps)
=1 = ps
Also ist p € R*, dies ist jedoch ein Widerspruch, da p ein Primelement von R ist. O

Erinnerung Aus Algebra I wissen wir, das Hauptidealringe faktorielle Ringe sind?.

Satz 7.3 Sei R ein faktorieller, Noetherscher Ring. Es sind dquivalent:
(i) R ist Hauptidealring, aber kein Korper und  (ii) Die (Krull-)Dimension von R ist 1

Beweis: ,,(i) = (i)

Algebra I

(1) = (1)

Sei I = (ai,...,a,) < R Wir beweisen die Behauptung nun induktiv iiber n. Hierbei ist der Induk-
tionsanfang fiir (n = 1) trivial. Betrachte nun (n > 1):

Sei zunidchst P ein Vertretersystem der Primelemente von R bis auf Assoziertheit, dann faktorisiere
die Erzeuger von I:

a1 = €1 'Hpep und as :EQ'prp mit 1, €9 cR*
peP peP

Seinun ¢ := ggT(ay,as) = Hpmin{ep,fp}
p€EP

dann definiere d; := %, dp := “2. Es gilt (d1,d2) = (1) = R, denn sonst giibe es ein Maximalideal

P mit (dy,d2) C P. Mit Bemerkung 7.2 gilt dann aber P = (p), also teilt p die Elemente d; und da.
Dies ist ein Widerspruch, denn wir haben bereits alle gemeinsamen Faktoren von a1, ag herausgeteilt.

3[L2] Seite 23 - Korollar 7.8
4[L2] Seite 19 - Bemerkung 6.4
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Es gilt: 1 = ridy + rodo mit r1, ro € R, multipliziere die Gleichung mit ¢ und erhalte:

c=ricdy +rycdy =riay +roag € (a1, a2)

Folglich gilt (¢) C (aq, ag), wir erinnern uns an die Definition ¢ := ggT (a1, ag) also gilt die Inklusion
(a1,a2) C (c). Da wir nun beide Inklusionen haben folgt die Gleichheit O

Bemerkung 7.4 Sei ¢ : A — B ein Ring-Homomorphismus und P <1 B ein Primideal in B. Dann
ist o~ Y(P) <1 A ein Primideal in A.

Beweis. 4 B
TPy TP
ist ein injektiver Ring-Homomorphismus und B/ p ist ein Integritétsbereich also ist auch A/(P_l (P)

ein Integrititsbereich. Dann ist o~ !(P) ein Primideal. 0

Definition und Bemerkung 7.5 (p unter P)

Sei A C B eine Ringerweiterung. A N P ist ein Primideal, falls P <1 B ein Primideal ist. Ist P <1 B
ein Primideal und bezeichne p := A N P, dann sagen wir, dass P iiber p liegt, bzw. dass p unter P
liegt. Notation: P|p. O

Satz 7.6 Seien A C B Integritcitsringe und B /A eine ganze Ringerweiterung, dann gelten:
1. A ist genau dann ein Korper, wenn B ein Korper ist.
2. Seien b < B und a := ANb, dann ist die Erweiterung B/b C A/a ganz.

3. P < B sei ein Primideal und p := P N A, genau dann ist P ein Maximalideal, wenn p ein
Maximalideal ist.

Beweis. Ubung.

Bemerkung 7.7 Sei A C B eine ganze Ringerweiterung.

(a) Sei b < B ein Ideal mit x € b ein Nicht-Nullteiler, dann ist a := b N A # (0)

(b) Seien P; g P, <1 B Primideale. Dann sind p1 ; po <1 A Primideale mit p; := P, N A

Beweis. Zu (a):
Es gilt: x ist ganz tiber A, also gibt es a; € A so dass

n
i
0= E T'a;
i=0

Da z kein Nullteiler ist, gibt es ein 7, so dass a; # 0, denn sonst gelte 0 = =™ d.h. z ist nilpotent, also
Insbesondere Nullteiler. Sei nun j der kleinste Index mit a; # 0, dann ist

0=2a"+a,_ 12" ' +...+ aHlxjH + ajxj = /(2" fap T+ ajy1x + aj)
Da z kein Nullteiler ist, ist insbesondere 27 kein Nullteiler, also folgt

. L
2"t app" T+ e +a; =0
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Damit gilt:
—(xn_j + an+1xn_l_j +...taj1x+ aj) =aj € ANb=a# (0)

Zu (b):
Betrachte

A/Pl - B/Pl

Dies ist eine ganze Ringerweiterung. Nach Satz 7.6 Teil (b) ist P 2/P1 ein Primideal in B/ Py denn

B
]/PQ/Pl =P

Angenommen es gelte p; = po, dann ist A/]Jl N P?/p1 = (0). Nach (a) gilt dann aber P2/P1 = (0)
denn sonst enthielte = 2/p1 einen Nicht-Nullteiler, da B/ P, ein Integritétsbereich ist.
Dies ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung, dass P; ; P, gilt. O

Anmerkung Sei B/A eine ganze Ringerweiterung, dann gilt: dim(A) > dim(B), denn nach Teil (b)
der soeben bewiesenen Bemerkung ist die Kette

po;m;pz;.-.;pn
mit p, = P; N A genauso lang, wie die in B vorgegebene Kette
PBPSPASRS...CP,

Erinnerung (Lokalisierung®)
Sei R ein Ring und S C R eine multiplikativ abgeschlossenne Teilmenge, d.h. 1 € Sund 0 ¢ S
sowie fiir alle s,¢ € S gilt s -t € S. Auf R x S definiert man wie folgt eine Aquivalenzrelation:

(rys) ~(r',s") & Jae S:a(rs —r's) =0

Wir bezeichnen die Aquivalenzklassen mit <, und die Menge der Aquivalenzklassen mit S~ R. Es
gilt: S~ R ist ein Ring beziiglich

r rs’ +1r's
S e
S s's
ror rr!
s & ss’

Beispiel 16 (Lokalisierung)

o Sei R ein Integritditsbereich, dann ist
S := R\{0} multiplikativ abgeschlossen und S~ R = Quot(R)

o Sei R ein Ring und p < R Primideal. Es gilt: R\p ist multiplikativ abgeschlossen und der Ring
S™LR =: Ry, heif}t Lokalisierung von R bei p
Insbesondere ist das erste Beispiel ein Spezialfall des zweiten mit Quot(R) = Rg)-

3[L2] Seite 18 - Satz 5.8
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Satz 7.8 Sei R ein Ring und S C R multiplikativ abgeschlossen. Die Abbildung

¢:R — SR
roe— L

1

liefert eine Bijektion wie folgt:

{P<R|P(prim) N PNS=2} = {P<aS'R|P(prim)}
P — s7'p
e (P) — P

Beweis. Zur Vereinfachung teilen wir den Beweis in vier Schritte auf:

Behauptung 1 S~!' P ist ein Primideal

Beweis. Sei - ;—: € S~!P dann ist Z—Z: = $mitx € Pundt € S. Weiter gibt es ein a € S mit
atrr’ = ass'z € P, also at € P oder r € P oder v’ € P. Die Annahme, dass at in P enthalten sei
. . . . /

ist aber widerspriichlich zu S N P = &, wir konnen also folgern, dass & € S ~1P oder 5 €S -lp

A

Behauptung 2 Die Abbildung P — S~ P ist injektiv

Beweis. Sei S™'P = S~'P'und £ € S~ P beliebig, dann gilt £ = & mit 2’ € P und damit gibt
eseinu € S mit us'z = usz’ € P’. Mit der gleichen Begriindung wie unter (1) folgt, dass x in P’
enthalten ist. Es gilt P* C P’. Analog folgt P’ C P. Da wir beide Inklusionen gezeigt haben sind P
und P’ gleich. A

Behauptung 3 p — o~ !(p) ist Wohldefiniert

Beweis. Es ist zu zeigen, dass aus p < S~! R ist Primideal folgt o~ *(p) N S = &
Sei also s € S. Wiire s € ¢~ !(p), dann wiire auch £ = ¢(s) C p. Daraus folgt: 1 - £ =1 € p. Also
gilt p = S~ R. Dies ist ein Widerspruch, denn p ist ein Primideal. A

Behauptung 4 P — S~!P ist surjektiv

Beweis. Betrachte: (¢! (p)) C p daheristauch S~(¢~(p
-1

)) CpSeif€p,dannists-L =7 €p,
also z € ¢~ (p) Damit gilt £ € S~ (o1 (g)) also S~ (¢! (p)) =p

|

Definition und Folgerung 7.9 (Lokaler Ring)
Sei R ein Ring und P <\ R ein Primideal, dann ist R, ein lokaler Ring, d.h. Rp enthdilt nur ein einziges
Maximalideal, ndmlich S~ P, wobei S = R\ P.

Beweis. Sei ) < R ein Primideal. Der Schnitt von () N S ist genau dann leer, wenn ) C P ist. Die
Bijektion aus Satz 7.8 ist Inklusionserhaltend, in dem Sinne, dass aus Q1 C Q> stets folgt S~* (@) C
S~1(Qy). Daher ist S~ P das einzige Maximalideal von S~'R = Rp. O

Bemerkung 7.10 Sei A C B eine ganze Ringerweiterung und S C A eine multiplikativ abgeschlos-
senne Teilmenge von A. Dann ist S~'A C S™!B eine ganze Ringerweiterung.
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Beweis. Sei { € S™'B,dh.x € B,s € S, dann gibt es a; € A derart, dass gilt

n
E a;x' =0
=0

Betrachte nun die Aquivalenzklassen zu ﬁ:

({)"+ ! (f)”_1+...+£ =0

S S S

Es folgt, dass 7 ganz iiber S—1Aist. O

Satz 7.11 Sei A C B eine ganze Ringerweiterung und p <I A ein Primideal. Dann gibt es P <1 B
Primideal mit PN A = p.

Beweis. Definiere: S := A\p, dann ist S multiplikativ abgeschlossen in A und B. Betrachte
A & B
ol LB

s1a < sip

mit a(a) = ¢ und B(b) = % Nach Voraussetzung ist A C B ganz, also ist nach Bemerkung 7.10
auch S™'A C S~ B ganz und das obige Diagramm kommutiert.

Sei M <15~ ! B ein Maximalideal, dann gilt: M N.S~'A = S~'p, denn nach 7.6 Teil (c) ist M NS~ A
ein Maximalideal, aber S~ A = A, hat nach Folgerung 7.9 nur ein einziges Maximnalideal, nidmlich
S~1p. Setze P := 3~1(M), dann ist P ein Maximalideal nach Bemerkung 7.4. Betrachte:

PNA = N (M)NA=i"' (B~ (M) = (Boi) (M)
= (na) (M) =a"'(j7H(M)) =
)

= a'MnStA)=a1(S ) = p

N
©

Satz 7.12 (going up)
Sei A C B eine ganze Ringerweiterung und p* C po <| A Primideale sowie P; < B mit Py N A = p;.
Dann gibt es ein Primideal Py <1 B mit Py C Py und P, N A = po.

Beweis. Die Ringerweiterung A/p1 - B/ Py ist ganz. Betrachte das Primideal
A
pQ/Pl T
Mit Satz 7.11 gibt es dann ein Primideal P, <1 B/ Py SO dass gilt
p A, _
Py 0% =P

Seir: B —» B/ p, die natiirliche Projektion, dann setze P, := 7~ 1(P,) < B. Nach Bemerkung 7.4
ist % ein Primideal in B. Betrachte nun:

P,NA
Po0A) = Pyp g =P,
Es folgt P, N A = po. O
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Folgerung 7.13 Sei A C B eine ganze Ringerweiterung, dann gelten:
(a) dim(A) = dim(B)
(b) Ist P < B Primideal, so gilt: h(P) = dim(Bp) = dim(Aanp) = h(AN P)

Beweis. Zu (a):

Nach Bemerkung 7.7 ist dim(B) < dim(A) somit bleibt nur die andere Ungleichung zu zeigen. Sei
po S p1 & ... & pn. die lingste Primidealkette in A, dann wihle nach Satz 7.11 ein Primideal Py <1 B
mit Py N A = pg. Benutze nun mehrfach Satz 7.12 ,,going up* und erhalte:

RSPS...CP,

B enthilt also eine Primidealkette mit der gleichen Linge, wie die in A vorgegebene, daher folgt
dim(B) > dim(A).

Zu (b):

Es gilt: Apna C Bp ist eine ganze Ringerweiterung, also gilt:

dim(Apna) = dim(Bp)

Sowohl Bp als auch Ap~4 sind lokale Ringe mit dem einzigen Maximalideal S—!P fiir S := B\ P
bzw. ST1(A N P) fiir S := A\ (AN P). Mit Satz 7.8 folgt nun die Behauptung. O

Folgerung 7.14 Sei A ein Noetherscher Integritcitsring der Dimension I und bezeichne K := Quot(A)
seinen Quotientenkirper. Weiter sei L/ K eine endlich separable Kirpererweiterung. Es gilt:

Ay, ist ein ganz abgeschlossener Noetherscher Integritdtsring der Dimension 1.

Insbesondere sind die Ringe der ganzen Zahlen von Zahlkorpern ganz abgeschlossene Integritdtsringe
der Dimension 1. O

Diese Folgerung fiihrt uns zur Definition der Dedekind-Ringe:

Definition 7.15 (Dedekind-Ringe)
Ein Noetherscher ganz abgeschlossenner Integritditsring der Dimension 1 heifit ein Dedekind-Ring.

Beispiel 17 (Dedekind-Ringe)
* ganze Zahlen von Zahlkorpern

* Der Koordinatenring einer nichtsinguldren Kurve iiber einem Korper

Satz 7.16 Sei R ein Noetherscher Integrititsring der Dimension 1, dann sind dquivalent:
(i) R ist ein Dedekind-Ring
(ii) R hat die Eindeutige Primideal Faktorisierung
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Kapitel 111

Ebene Kurven

8 Definition und Beispiele

Definition 8.1 (affine Riume, Hyperflichen und ebene Kurven)
Es sei K ein Korper und n € N, dann heif3it

A"K) = K™

der affine n-Raum mit Koordinaten in K.
Sei f € K[X1,...,X,)], dann schreiben wir

FE) =F(X1,.., X)) = > i i X{H o X =) a0 ¥
i

0yeer 5in >0
und definieren den Grad von F als:
deg(f) :=maz{i1+...+in|ai, . i}
Sei nun L/ K eine Korpererweiterung, dann heif3t
Vi(L) :={(x1,... ,xn) € A"(L)| f(®1,...,2n) =0}

affine Hyperfliche vom Grad deg( f) mit Koordinaten in L.
Im Spezialfall n = 2 heifst V(L) ebene affine Kurve mit Koordinaten in L.

Beispiel 18 (f(X,Y) = X?2+Y? -1 € K[X,Y])
Sei L = K = R, dann ist f der Einheitskreis im R2 Seinun L. = K = Fg, dann gilt:

(z,y) € V;(F2) & 24+y2—-1=0

PB= ey 1)2 =0

& z+y+1=0
< (z,y) € Vaoyyr1(F2)

Also ist f eine Gerade' in 3.

"F(X,Y) = aX +bY + c € K[X, Y] heift Gerade, falls a - b # 0,
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Beispiel 19 (f(X,Y)=X2+Y?%2+1)
Ist K =L =R, dannist V;(R) = @
Falls L = C so ist V§(C) ein Kreis vom Radius i (i* = —1)

Bemerkung 8.2 Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und f(X,Y) € K[X,Y] ein Poly-
nom mit Grad deg(f) > 1, dann gilt: §V(K) = oc.

Beweis. Fasse f als Element in (K[X])[Y] auf, d.h.
FX,Y) =) ai(X)Y' mita;(X) € K[X]
i=1

L.Fall (n = 0) : Es gilt: f(X,Y) = ao(X), sei nun z € K, derart, dass ag(z) = 0, dann ist das
Tupel (z,y) € V¢(K) fiir alle y € K. Da K algebraisch abgeschlossen ist gilt /' = oo, also auch

8V (K) = oo.
2.Fall (n > 0) : Diesmal gilt: a,,(z) # 0 fiir fast alle x € K. Wihle nun zu jedem dieser z einy € K
derart, dass a,,(z)y"™ + ...+ ap(z) = 0. Es folgt: §V(K) = oo. O

Beispiel 20 (f(X,Y) = X2+Y? € K[X,Y])
Ist (z,0) € V§(K), dann ist z* = 0 und also auch x = 0.
Seiy # 0und (z,y) € Vi(K) es gilt:

2> +y* =0
e

()=

Aus (z,y) € V§(K) folgt also, dass die Gleichung X? + 1 = 0 eine Losung in K hat. Weiter gilt:

ViK)={(0,0} = X?+1=0

hat keine Losung in K. Genauer: Sei K = [, mit p = 3(4), dann gilt: V¢(F,) = {(0,0) }. Fiir
K =Ty gilt. V¢(F2) = {(0,0), (1,1)}

Beispiel 21 (affine elliptische Kurven)

f(X,Y) =YY% - g(X) € K[X,Y] wobei g(X) € K[X] mit deg(g) = 3 heift affine elliptische
Kurve, falls \(g) # 0 Sei, fiir eine Primzahl p und q := p" definiere K := F,, dann gelten folgende
Aussagen:

Hasse-Weil Schranke:

|8V (Fgn) —q" | <2-V/q"
Zeta-Funktion:

o0

n=1

mit a = q — §V¢(Fy).
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9 Koordinatenringe und die Zariski-Topologie

Definition 9.1 (affine Menge)
Sei K ein Korperund S C K[X1,... ,X,] eine Teilmenge. Weiter sei L/ K eine Korpererweiterung.

Vs(L) :={(z1,... ,xn) € A"™(L)| f(z1,... ,2y) =0Vf €S}
heif3t affine (algebraische) Menge mit Koordinaten in L.

Bemerkung 9.2 Sei L/ K eine Korpererweiterung und bezeichne X :== Xy, ..., X,, dann gelten:
(a) Sei S € K[X] eine Teilmenge und A := (S) < K[X], dann gilt: Vs(L) = V4(L).
(b) Seien A, B < K[X] mit A C B, dann gilt: Vg(L) C V4(L).
(¢) Seienfiiri € I A; < K[X], dannist V) 4,(L) = ﬂ] Va, (L)
i€1 i€
(d) Seien A, B <t K[X], dann gilt: Vap(L) = V4(L) U Vg(L).
(e) Es gelten: Vigy(L) = A" (L) und V1)(L) = @.

Beweis. Zu a):
Sei f € A, dann konnen wir f darstellen als

f=Y higi mitg; € S, h; € K[X]
=1

Fiir x € V(L) istdann g;(x) = 0 fiirallei = 1, ..., n daher ist auch f(x) = 0 und somit muss x ein
Element aus V4 (L) sein. Gilt nun S C A so folgt sofort, dass V4(L) C Vs(L) gilt.
Der Teil (b) ist klar.Zum Beweis von (c)

Seix e Viy4(L) & VfelJAi: filx) =0
el icl

& VielVfieA: fx)=0

& Viel: xeVy (L)

& xe[)Va,(L)

i€l

zu d): Es gilt AB C A also ist mit (a) V4(L) C Vap(L). Analog gilt V(L) C Vap(L) Damit gilt
nun, dass V4 (L) N V(L) C V4p(L) ist. Weiter gilt fir x € A"(L) und x ¢ Va(L) N Vp(L), dass
esein f € A mit der Eigenschaft f(x) # 0 sowie ein ¢ € B mit der Eigenschaft g(x) # 0 gibt. Mit

diesen ist f(x) - g(x) # 0 also folgt x ¢ Vap(L),denn f-g € A- B und wir haben beide Inklusionen
gezeigt. Der Teil (e) ist trivial. u
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Definition 9.3 (7opologie)
Sei X eine Menge. Eine Menge O von Teilmengen von X (d.h. O C P(X)) heifit Topologie auf X (bzw.
(X, O) heifit Topologischer Raum), falls

(TOP 1) Die leere Menge und der Raum selber in O liegen ( &, %X € )
(TOP 2) Beliebige Vereinigungen von Mengen aus O wieder in O liegen (A; € © = |JA; € O)
(TOP 3) Endliche Schnitte von Mengen aus £ wieder in O liegen (A, B € O = ANB € 9)

Die Elemente von O heifen die offenen (Teil-)Mengen von X. Eine Menge M € X heifst abgeschlos-
sen, falls X\M € O ist.

Definition und Bemerkung 9.4 (Zariski Topologie)
Die Zariski-Topologie auf A" (K) ist wie folgt gegeben:
O = {A"(K)\Vs(K)|S C K[X] }

sei die Menge der offenen Mengen auf A™(K), d.h. insbesondere die abgeschlossenen Teilmengen
sind grade die Vs(K).
Beweis. O erfiillt (TOP 1) - (TOP 3), denn (TOP 1) gilt unmittelbar nach Bemerkung 9.2 (e). Nach
den De Morganschen Regeln gilt:

JA™E)\ Vs, (K) = A™(E)\ (| Vs, (K) = AMEN\W,,, s (K) €9

icl iel
damit folgt (TOP 2) und zum Nachweis von (TOP 3) seien A, B <1 K[X], dann betrachte:

AMEK)\Vo(K) N A"(KO\VB(K) = A"(K)\(Va(K)UVB(K))
2T AME)\Vap(K) €9
O

Bemerkung 9.5 Die abgeschlossenen Mengen von A™(K') bzgl. der Zariski-Topologie sind grade die
endlichen Mengen und A™(K).

Beweis. Ubungsaufgabe.

Definition 9.6 (stetigkeit und Teilraumtopologie)

Seien (X,9Ox) und (), Og) topologische Riume. Eine Abbildung f : X — ) heifit stetig, falls fiir
alle U € Dy gilt f~1(U) € Ox (d.h. Urbilder von offenen Mengen sind offen unter f)

Notation: C(X,) :={f: X — Q| f stetig }.

Sei (X,9Dx) ein topologischer Raum und ) C X eine Teilmenge, dann ist:

D@ ={UNY|U € Ox}
die von X induzierte Teilraumtopologie auf*)).

Definition und Bemerkung 9.7 (Verschwindungsideal, Koordinatenring)
Sei X C A"(K) eine Teilmenge, versehen mit der, von der Zariski-Topologie auf A™ induzierten,
Teilraumtopologie. Die Abbildung

¢: K[X] — Abb(X — AY(K))
fo= = f)

53



ist ein Ring-Homomorphismus, wobei Abb(X, A'(K)) punktweise zum Ring wird. Der Kern von ¢
heifit das Verschwindungsideal von X. Notation: 1(X)
Esgilt: I(X)={fe KX]|f(x) =0Vx€ X} und

heifit der Koordinatenring von X. Weiter gilt:
K[x] & C(X, A'(K)) C Abb(X, A'(K))

Beweis. Sei f € K[X]. Zu zeigen: ¢(f) : X — AY(K) ist stetig.
Hierzu zeigen wir: (o(f))~! ist abgeschlossen, nach Bemerkung 9.5 geniigt es dazu zu zeigen, dass
(e(f))"1({a}) fiir a € K abgeschlossen in X ist.

(e(f)({a}) = {xeX|fx)=a}
= {xeX < f(x)—a=0}
= XN Vj_q(K) ist abgeschlossen in X

Anmerkung K [X] enthilt die Koordinatenfunktionen:

x; X — AY(K)

(at,...,an) — a;
insbesondere erzeugen diese Funktionen K [X].
Bemerkung 9.8 (Eigenschaften von Verschwindungsidealen)
LXCYCAYK)CY = I(X) 2 1(Y)
2. I(@) = K[X], falls fK = oo, dann I(A™(K)) = (0)

X CAYK) = Vi) (K)

3. SCK[X]= I(Vs(K)) D S
D

X

4. S CK[X] = Vi) (K) = Vs(K)
X CAYK) = I(Vix)(K)) =1(X)

Beweis. Ubungsaufgabe

Definition 9.9 (reduzibel, irreduzibel)
Sei X ein topologischer Raum. %)) C X heifst reduzibel, falls es abgeschlossene, nicht-leere Teilmengen
1,2 von Y mit der Eigenschaft

D:1UY2=19
gibt. Eine irreduzible affine algebraische Menge heifit affine Varietdit.
Satz 9.10 Sei X C A™(K) eine affine algebraische Menge, dann sind dquivalent:
(i) X ist eine Varietdt (d.h. insbesondere irreduzibel)

(ii) I1(X) < K[X] ist Primideal
(iii) K[X] ist ein Integritcitsbereich.
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Beweis. ,,(ii) < (iii)“ folgt direkt aus der Definition 9.9 und der Primeigenschaft von Idealen.
,»(1) = (i1)*: Annahme: I(X) <1 K[X] sei kein Primideal, dann gibe es f1, fo € K[X]|\I(X), so dass
f1 - fo € I(X) liegen. Also lieBe sich X darstellen als

X=(XnVp(K)) U (XNVg(K))
Es gilt: X NV}, (K) # X, denn f; ¢ I(X) fiir i € {1,2}. Weiter ist
Vi (K) UV, (K) =V p(K) 2 X

dies impliziert aber, dass X reduzibel ist und das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung.

»(11) = (1)*“: Annahme: Sei X = X; U Xo mit X1 # X # X2 und X;(abges.) € X. Dann ist wegen
Bemerkung 9.8 (d) I(X) G I(X1). Wihle f; € I(X;)\I(X) fiiri € {1,2}, dann gilt: f; - fo € I(X),
also ist I(X) kein Primideal. Dies ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung. O

Satz 9.11 (schwacher Hilbertscher Nullstellensatz) B
Sei K ein Korper und A < K[X| := K[X1,...,X,] ein Ideal mit A # K[X], dann gilt V4(K) # @

Satz 9.12 (schwacher Hilbertscher Nullstellensatz, Korpertheoretische Form)
Sei L] K eine Kirpererweiterung, so dass es ai, ... ,an, € L gibt mit L = Klay,... ,a,) =: Kld],
dann ist L/ K eine endliche algebraische Kirpererweiterung.

Wir werden zunéchst zeigen, dass die Aussagen der Sitze 9.11 und 9.12 dquivalent sind und anschlie-
Bend mit dem Beweis von Satz 9.12 (Korpertheoretische Form) beide Sétze beweisen.

Bemerkung 9.13 Die Aussagen der Sditze 9.11 und 9.12 sind dquivalent.

Beweis. ,9.12 = 9.11*
Sei A < K[X] := K[Xy,...,X,] mit A # K[X] ein Ideal. Weiter sei M <1 K[X] ein Maximalideal
mit A C M, dann definiere: ~

L.=K [X]/M

Dann ist L eine Korpererweiterung von K, wir definieren weiter:

a; == X; + M, dann gilt: L = K[al,;.. ,ap]. Mit Satz 9.12 folgt nun, dass L/K eizle endliche
algebraische Korpererweiterung ist. Da K algebraisch abgeschlossen ist, heifit dies L = K und somit
giltfiralle: = 1,...,n, dass a; € K sind. Es gilt nun:

a:=(ay,...,ap) € Vy(K)

denn fiir alle 7 gilt: X; — a; € M C K[X]. Also ist das von den X; — a; erzeugte Maximalideal in M
enthalten. Da beides Maximalideale sind gilt: (X; —ay, ... , X,, —a,) = M. Wir diirfen also folgern

Va(K) 2 Viu(K) > {a}

Daher kann V4 (K) nicht leer sein.
»9.11 = 9.12*
Sei L/ K eine Korpererweiterung mit L = Klay, ... ,ay] fir a; € L, betrachte:

viK[X] — L

Xi — a;
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Definiere: M := Ker(7)), dann ist M ein Maximalideal. Es gibt einen Vektor b € V)/(K') nach Satz
9.11. Mit diesem betrachte
p: K[X] — K

Es gilt: M = Ker(¢) C Ker(yp), denn Sei f € M, dann ist f(b) = 0 also ist f € Ker(p). Da
M < K[X] ein Maximalideal ist, gilt M = Ker(y), damit folgt:

Kcr=KX, ck

Dies heifit L/ K ist eine Teilerweiterung von K /K, also ist L/ K algebraisch und wird insbesondere
vonden ay, ... ,ay, endlich erzeugt. O

Beweis. Zu Satz 9.12 (schwacher Hilbertscher Nullstellensatz, Korpertheoretische Form)
Sei L/ K eine Korpererweiterung mit L = KJaq, ... , a,]. Wir nehmen an, dass L/ K nicht algebra-
isch ist, dann gibt es eine Transzendenzbais T := {ey, ..., e} so dass

K CK(®X)CL=Klay,...,a, mit L/K(T) ist algebraisch
insbesondere ist L ein endlich dimensionaler K (¥)-Vektorraum.

Mit den folgenden Bemerkungen 9.14 und 9.15 wollen wir dies nun zum Widerspruch fiihren.

Definition und Bemerkung 9.14 (R-Algebra)
Seien R, A Ringe und ¢ € Hom(R, A) ein Homomorphismus, dann heifst das Tupel (A, ) eine
R-Algebra. Die Skalarmultiplikation von A mit R ist wie folgt gegeben:

tRxA — A
(r,a) = o(r)-a

Seien R C S C T Ringe mit folgenden Eigenschaften:

- R ist Noetherscher Ring.

- T ist als R-Algebra wie auch als S-Modul endlich erzeugt.
Dann gilt: S ist eine endlich erzeugte R-Algbra

Beweis. Sei X := {z1,... ,x,} ein Erzeugendensystem von 7" als R-Algebra, dann wihle ein Erzeu-
gendensystem E := {t;,... ,t,,} von T als S-Modul, so dass X C E. Betrachte:

m
t; - tj = Z i gl t;  mit Qi1 € S
=1

Definiere nun eine endlich erzeugte R-Algebra wie folgt:
S/ = R[CLLJ‘J ’ 1 S i,j,l S n]

Da fiir alle 4, j,  gilt: a; j; € S folgt unmittelbar S’ C S.Da X C E wird T' zum S’-Modul durch
T = S'ty +...5't,,, insbesondere ist also T" als S’-Modul endlich erzeugt, weiter ist S’ als Quotient
von R[X; j; |1 <i,j,1 < n] Noethersch, also ist auch T als endlich erzeugter S’-Modul Noethersch.
Es gilt: S’ C S C T, daher ist S insbesondere ein endlich erzeugter S’-Modul.

Sei also {s1, ... , s} C S ein Erzeugendensystem von S als S’-Modul, dann ist S als R-Algebra von
{s1,...,8}U{a;;1|1 <14,7,0 <n} endlich erzeugt. O
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Bemerkung 9.15 Fiir t > 0 ist K(X1,...,X;) := Quot(K[Xy,...,X]) als K-Algebra nicht
endlich erzeugt.

Beweis. Zur besseren Lesbarkeit bezeichne wieder X := (X7, ... , X;). Wir nehmen die gegenteilige

Aussage an, dann ist
(X
E = { LX) li=1,... ,nneN}
gi(X)

ein Erzeugendensystem von K (X) als K-Algebra. Seien dann p;(X),. .. , pm(X) bis auf Assoziert-
heit alle irreduziblen Polynome derart, dass es fir alles = 1,...,nein j € {1,...,m} mit der
Eigenschaft p;(X) teilt g;(X), gibt. Nimm nun ein irreduzibles Polynom p(X), dass zu keinem der
pi(X) Assoziert ist. Da es nach Euklid unendlich viele irreduzible Polynome in K (X) gibt, ist diese
Wahl zulissig.

Es gilt: ﬁ ist nicht durch F darzustellen. Dies ist ein Widerspruch dazu, dass E ein Erzeugenden-

system ist, also ist K (X) nicht endlich erzeugt. O

Fortsetzung des Beweises von Satz 9.12

Nach Bemerkung 9.14 ist K (¥ als K-Algebra endlich erzeugt, was nach Bemerkung 9.15 nicht mog-
lich ist. Wir haben unsere Annahme L /K wire nicht algebraisch also widerlegt und den Satz bewie-
sen. O

Folgerung 9.16 Sei K ein Korper und M < K[X]| := K[X1, ..., X,] ein Maximalideal, dann ist

eine endlich erzeugte Korpererweiterung von K. Ist K algebraisch abgeschlossen, dann gibt es
ay,...,an € K, sodass M = (X; —a;li =1...n).

Beweis. Diese Folgerung haben wir bereits in Bemerkung 9.13 im Teil ,,9.11 = 9.12* bewiesen. O

Folgerung 9.17 Sei K algebraisch abgeschlossen und X C A™(K) eine affine algebraische Menge,
dann gelten:

(a) Fiira e A"(K) gilt:ac X < I[(X) C (X1 —a1,... ,Xn —ap)

(b) Die Maximalideale von K [X] sind von der Form:

(X1 —ay,..., Xpn—ap) +I1(X) firae X

Beweis. Der Nachweis von (b) erfolgt direkt durch Folgerung 9.16 und die Ergebnisse aus Algebra I.
Zum Nachweis von (a) betachte:

acX « {a}CX < I({a}) 2 1(X)
<~ (leal,...,anan)QI(%)
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10 Die Resultante und Schnitte von Kurven

Definition 10.1 (Resultante)
Sei R ein kommutativer Ring und die Polynome

FX)=> a;X™ ! g(X):=) b;X"" € R[X]
=0 =0

Die Resultante zum formalen Grad n, m ist die Daterminante der folgenden n + m x n + m-Matrix

apg ai cee o Qe
apg a1 ... ...
L Ao Q1 .o oo. QG
Stre) = bo ... ... by
bo ... ... by
bo ... ... bp

Alsores(f, g) := det(S(s,q))-

Anmerkung Die Matrix S ;) heifit Sylvestermatrix nach James J. Sylvester

Bemerkung 10.2 Unter Verwendung der Bezeichnungen aus Definition 10.1 gelten:
1. res(f,g) = (=1)""res(g, f)
2. Seien o, 3 € R, dann gilt res(af, Bg) = o™ - f™ - res(f, g)
3. Sei p : R — S ein Ringhomomorphismus, dann ist res(o(f), ¢(g)) = p(res(f, g))

Beweis. Die Ergebnisse erhalten wir aus der Linearen Algebra. In (1) durch Zeilenvertauschung, in
(2) durch Skalarmultiplikation und in (3) durch ausniitzen der Homomorphieeigenschaft von . O
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Beispiel 22 (Resultante)
Sei f(X):=X —aund g(X):=X — b, dann gilt

res(f,g)zdet(i :a > =a—0»

n .
Sei f(X):=X —aund g(X):= > b - X", dann gilt

=1

1 —a
1 —a
res(f,g) = det
1 —a
bo b1 by b,
—a
1 —a
= by (—1)""2 . det . -
1 —a
1 —a
by (=1)P det
1 —a
1

= byp-a"+b-a" 4 +b,-a® = g(a)

Bemerkung 10.3 Sei R ein kommutativer Ring und die Polynome f, g wie in Definition 10.1 gegeben.
Weiter Bezeichne

R[X]<n:={f|f € RIX] Adeg(f) <n}
Die Menge der Polynome in R[X| mit Grad kleiner n und

B, = {X"1 x"2 ... X%=1}Basis von R[X],
B, = {X™ 1 X"2 .. X°=1} Basis von R[X]|p,
Boin = (XMl xmtn=2 " X9 =1} Basis von R[X]<min

Dann wird der R-Modulhomomorphismus

S R[X]<n X R[X]<m —  R[X]<nsm
(u(X),v(X)) = wX)- f(X)+v(X)-g(X)
von der Matrix Sy, g) T beschrieben.
Beweis. Das Matrix-Vektor-Produkt der Transformierten Matrix von S(s ;) und dem Vektor
(Upy+ v s Up—1, Vo, - - - ,Um,l)T
wobei die u; die Koeffizienten von u(X) und die v; die Koeffizienten von v(X) sind, ergibt den

Koeffizientenvektor von u(X) - f(X) + v(X) - g(X). O
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Satz 10.4 Sei R ein kommutativer Ring und f,g € R[X|] Polynome. Dann gibt es weitere Polynome
u,v € R[X] mit deg(u) < deg(g) und deg(v) < deg(f), so dass

res(f,g) = w(X) - f(X) +v(X) - g(X)

Beweis. Sei S := Sy ) T die Matrix zur Abbildung aus Bemerkung 10.3, und S* die zu S adjungierte
Matrix. Weiter bezeichne I := id € Matg(n + m,n + m). Es gilt

S-S*=det(S)-I =res(f,g)-I

also folgt
0 0
sls| | |= : € Im(5)
0 0
1 det(S)
Mit den Basen aus Bemerkung 10.3 ist also det(S) € Im(S). Ebenfalls in Bemerkung 10.3 haben wir
errechnet, dass det(S) = u(X) - f(X) + v(X) - g(X) ist. O

Bemerkung 10.5 Seien R, f, g wie in Definition 10.1 gegeben. Zusitzlich sei f normiert. Es gelten

(a) Neben B, aus Bemerkung 10.3 ist auch

B, = (FOX L F(X) - X0, XL X0

n+m
eine Basis von R|[X| <y und die Basiswechselmatrix hat die Determinante 1.

(b) Fiir den im Folgenden definierten R-Endomorphismus ®' gilt res(f, g) = det(®’)

' : R[X]<ntm — R[X]<nim
f(X)- X' — f(X)-X' fir0<i<n
X = g(X)-XI fir0<j<m

Beweis. Zu (a):
Stelle B’ := B’

n+m in der Basis B := B, ., dar

ao
aop

am

am

1

Nach Voraussetzung ist f normiert, das heiflit ag, der hochste Koeffizient von f, ist 1 daher folgt
det(Mg) =1
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Zu (b):
Die Darstellungsmatrix von &’ beziiglich 8’ und B ist gegeben durch S, (f,9) T Nach (a) gilt dann

res(f, g) = det(S(;.p7) = 1-det(S(;.p7) = det(MgF ) - det(S(s7) = det(d')

Definition und Satz 10.6 (Norm)

Sei R ein kommutativer Ring und f € R[X] ein normiertes Polynom mit deg(f) = m. Es gelten:

(a) Der Ring A := R[X]/(f) ist ein freier R-Modul vom Rang m mit der Basis {z™ 1, ... 2%},
wobei x := X + (f) ist.

(b) Sei g € R[X] mit deg(g) < n, dann bezeichne g(x) := g(X) + (f) € A.

Die Norm N 4/ ( g(w) ) ist definiert als die Determinante der R-linearen Abbildung

v:A — A
a — a-g(x)

Es gilt Ny p(g(x)) := det(y)) = res(f,g). Insbesondere ist ves(f,g) unabhdngig vom formalen
Grad von g.

Beweis. Zum Teil a): Da f nach Voraussetzung normiert ist konnen wir die Division mit Rest durch-
fithren. Hierbei ist der Rest eindeutig bestimmt.

zu (b):

Sei ¢ : Ker(r) — R[X]<pim die Inklusion, wobei 7 : R[X]cpim — X }/( ) die natiliche
Projektion ist. Nach (a) ist 7 surjektiv. Betrachte:

Ker(m) N Ker(m)
L l wL L
q)/
RIX]<nim 2 RIX]<nim
A4
Dieses Diagramm ist kommutativ, denn nach Definition von &’ gilt
7o ® =) om. Weiter gilt Ker(7) = f - R[X]<,. Betrachte
¥ (Ker(r) ) = @/(f - R[X)<n) = f - RIX] <y, = Ker(r)

Es folgt also: &’ o « = ¢ 0 id. Und daher gilt

res(f, g) = det(®’) = det(id) - det(y)) = Na/r(g(z))

a

Folgerung 10.7 Sei R ein faktorieller Integritditsring mit K := Quot(R), dann fixiere K einen alge-
braischen Abschluss von K. Weiter seien f,g € R[X| normierte Polynome. Es sind dquivalent

(i) res(f,g) #0

(ii) f und g haben keine gemeinsamen Nullstellen in K
(ii) f und g haben keine gemeinsamen Faktoren in R[X|
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Beweis. ,,(i) = (iii):

Nach Voraussetzung ist res(f, g) # 0 damit ist mit A, g(x) wie in Satz 10.6 N 4 /i (g() ) # 0. Es gilt
g(z) € A*, denn die Determinante der zur Multiplikation mit g(z) gehorigen Matrix ist nicht Null.
Also gibt es h € K[X] derart, dass 1 = h(z) - g(x) € A gilt und somit gibt es p € K[X] so dass
wir die Darstellung zu 1 = h(X)g(X) + p(X) f(X) verdndern konnen also ist der ggT(f,g) = 1 in
K[X]. Damit haben f, g keinen gemeinsamen Faktor in R[X].

(i) = (i)

Hitten f, g gemeinsame Nullstelle in K, dann hitten f und g einen gemeinsamen Faktor in K[X],
niamlich das Minimalpolynom der gemeinsamen Nullstelle. Mit dem Satz von Gauf hitten f, g dann
einen gemeinsamen Faktor in R[X], dies ist jedoch ein Widerspruch.

(1) = (1)

Gibt es kein k € K mit f(k) = g(k) = 0, dann haben f und g keinen gemeinsamen Faktor in K[X],
also gilt ggT(f,g) = 1. Es folgt, dass es h,p € K[X] gibt, so dass 1 = h(X)g(X) + p(X) f(X).
Daher ist g(z) € A*. Es giltres(f,g) = Ny g(g(x)) #0 O

Folgerung 10.8 Sei R ein kommutativer Ring.
(a) Seien f,g1, 92 € R[X] und f normiert, dann ist

res(f, 9192) = res(f, gl) ’ res(f, 92)

(b) Seien f1, f2,9 € R[X] und g normiert, dann ist

res(f1f2,9) = res(f1,9) - res(f2,9)

Beweis. Teil (a) folgt direkt aus Satz 10.6. Zu (b) betrachte

res(fifo,g) = (—1)deslf2)des@ pes(g £ o)
@ (_1)deg(f1)-deg(g) . (_1)deg(f2)-deg(g) -res(g, f1) - res(g, f2)
((_1)deg(f1).deg(9))2 -res(f1,g) - ((_1)deg(f2).deg(9)>2 res(fz2, 9)

—
)
~

O
Folgerung 10.9 Sei R ein kommutativer Ring und
m n
F(X) = ][[(X —ai) und g(X):=[[(X - 5)
i=1 j=1
Dann ist die Resultante von f und g
m m n
res(f,9) = [[o(es) = [T [ (e — %)
i=1 i=1j=1
Beweis. res(X — «, g) = g(«) nach Beispiel 22. Mit Folgerung 10.8 folgt die Aussage. |
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Folgerung 10.10 (Diskriminantenformel)
Sei R ein kommutativer Ring und f € R[X] normiert vom Grad m mit Ableitung f', dann gilt

m(m—1)

()5 Ay = res(f, f)
Zerfillt f in Linearfaktoren, mit Nullstellen o;, dann gilt sogar

m

res(f, f') = Hf,(ai) = HH(%’ —qj)

i=1 i=1j=1

i=1
Betrachte
m m m
res(f,f) = [[f' () =]]][(es — )
i=1 i=1j=1
m(m—1) 2
= (- 2 H (0 — )
1<i<j<m
m(m—1)

a

Satz 10.11 Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und f,g € K[X,Y] zwei teilerfremde
Polynome, dann gilt

#(Vr(K) N Vg(K)) < o0
Beweis. Zunichst werden wir den Beweis darauf reduzieren, dass f irreduzibel ist, denn sei

n

FXY) =[xy

i=1

die Zerlegung von f in irreduzible Elemente, dann gilt
n
Vr(K) = J V7. (K)
i=1

demnach geniigt es zu zeigen, dass fiir alle diese 7 gilt § (V,(K) N K) < ooc. Sei f also 0.B.d.A.
irreduzibel. Wir werden nun die Behauptung in zwei Fillen zeigen:
1. Fall: Sei f(X,Y)=c- (X —a) € K[X,Y] mita,c € K. Dann betrachte

f(VEHE)NVy(K)) = #{(z,y) € A*(K) |z =ang(a,y) =0}
= HyeKlg(a,y)}
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Diese Menge hat nur dann unendlich viele Elemente, wenn g(a, Y") das Nullpolynom ist. Dies wollen
wir im folgenden annehmen. Weiter fassen wir g(X, Y") als Polynom in (K[Y]) [X] auf, d.h.

g(X,Y) =Y B(Y)X" mit 3(Y) € K[Y]
=0

Es gilt: a ist Nullstelle von g(X,Y") in K[Y][X], also teilt (X — a) das Polynom ¢(X,Y), dies ist
jedoch ein Widerspruch zur Teilerfremdheit, also kann g(a, Y") nicht das Nullpolynom sein.
2. Fall: Nun im Allgemeinen. Wir fassen dazu f(X,Y), g(X,Y") als Polynome in K[X][Y] auf, d.h.

m

FXY) =) (X)) und g(X,Y) = 85(X)y/ mit ai(X), 35(X) € K[X]
1=0 j=0

Betrachte nun die Resultante von f, g als Polynome in Y':
r(X) = res(f, g) € K[X]
Es gilt R(a) = res(f(a,Y),g(a,Y)) fir alle a € K. Wir wollen nun zeigen, dass
z(Vi(K)NVy(K)) € {ae K[r(a)-am(a) =0}
Betrachte die Koordinatenabbildung

z:A*(K) — K

(r,y) — =

und sei a € x (V;(K) N Vy(K)), dann gibt es ein b € K dearart, dass
f(a,b) = g(a,b) = 0. Es ist b eine gemeinsame Nullstelle von f(a,Y’) und g(a,Y’) daher ist mit
Folgerung 10.7

r(a) =0V ap(a) =0
Insgesamt gilt: Es kommen nur endlich viele X -Koordinaten vor. Zu jeder dieser X -Koordinaten gibt
es nur endlich viele Y-Koordinaten. O

Anmerkung Genauer gilt nach dem Satz von Bezout:

g (Vi(K)NVy(K)) < deg(f) - deg(g)

Bemerkung 10.12 Sei K ein alebraisch abgeschlossener Korper und f € K[X,Y] ein irreduzibles
Polynom. Es gilt:

I (Vy(K)) = (/)

Beweis. Nach Definition ist klar, dass (f) in I (V(K)) enthalten ist, wir miissen uns also nur um die
andere Inklusion kiimmern. Dazu sei g € I (V(K)) mit f { g, dann folgt mit dem soeben bewiesenen
Satz 10.11

8 (Vi(K) NVy(K)) < oo

Aus g € I (V¢(K)) folgt aber auch:
Vy(K) 2 Vi (K)

und somit, da K algebraisch abgeschlossen ist, folgt §V;(K) = oo, dies ist aber ein Widerspruch
dazu, dass der Schnitt nur endlich viele Punkte enthéhilt. O
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Definition 10.13 (Funktionenkorper von X)
Sei K ein Korper und X C A™(K) eine affine Varietdt iiber K (d.h. insbesondere irreduzibel, und
K[X] ist ein Integrititsbereich).

K(X) := Quot (K[X])

heifit der Funktionenkorper von X.

Satz 10.14 Sei K ein algebraisch abgeschlossener Kirper und f € K[X,Y] ein irreduzibles Po-
lynom. Definiere X := V§(K) und sei weiter o € K(X)*. Dann gibt es endlich viele Punkte
P1,-.. ,Ds € X, so dass « eine stetige Funktion auf X\{p1, ... ,ps} — AL(K) induziert.

Beweis. Es gibt g,h € K[X,Y], derart dass o = 2 ist, wobei h, g die Restklassen von A, g in

K[x) = KXY

Qi

]/( ) sind. Definiere
(p1,-- . ps} o= Vi(K) N Vy(K)

dann gilt: Ist (z,y) € X\{p1,... ,ps}, soist g(z,y) # 0. D.h. a(z,y) := ;E;’jz; ist wohldefiniert und

gibt uns die gewiinschte Abbildung. Die Stetigkeit sicht man durch Nachrechnen ein. O

11 Morphismen von Kurven

Definition 11.1 (Morphismus von Kurven)
Sei K ein Korper und f,g € K[X,Y] zwei Polynome, dann setze C := V§(K) und D = Vy(K).
Eine Abbildung

p: C — D
(CL, b) = ( ¥1 (av b)’ @2(6% b) )
heifst Morphismus von Kurven, falls es Polynome o, 3 € K[X,Y] gibt, so dass fiir alle (a,b) € C
gilt:
¥1 (av b) = a(a, b) und 902(6% b) = ﬁ(aa b)

Anmerkung Diese Definition verallgemeinert sich auf nicht triviale Weise auf Varietdten hoherer Di-
mension.

Beispiel 23 (Potenzieren)
Sei K ein Korperund f(X,Y) = X"4+Y" -1, 9(X,Y):=X+Y — 1€ K[X,Y], dann ist

g Vi(K) = Vy(K)
(a,0) = (a"b")
ein Morphismus von Kurven, mit o(X,Y) = X" und 5(X,Y) =Y™
Beispiel 24 (Projektion auf die X -Achse)

Sei K ein Korper und f € K[X,Y]. Setze C := V§(K).
Die X-Achse ist die Kurve D := V,(K) mit g(X,Y) =Y. Es gilt

p:Vi(K) — Vy(K)
(a,0) +— (a,0)
ist Morphismus von Kurven mit o(X,Y) = X und 5(X,Y) = 0.
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Bemerkung 11.2 Sei K ein Korper und f,g € K[X,Y] zwei irreduzible Polynome, dann definiere
C :=Vy(K) und D := Vy(K). Weiter sei p : C — D ein Morphismus von Kurven, dann ist ¢ stetig
beziiglich der Zariski-Topologie.

Beweis. Seien «, 5 € K[X,Y] wie in Definition 11.1 gegeben, dann ist zu zeigen, dass fiir jede
abgeschlossene Menge A C D auch ¢~ !(A) abgeschlossen ist. Die abgeschlossenen Mengen von D
haben die Form

DNVy(K) mita < K[X,Y]

Nach Satz 10.11 sind dies die Mengen D, @, M mit {M < oo
Wir miissen die Abgeschlossenheit von ¢! also nur noch fiir einelementige Mengen zeigen, denn
endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen. Betrachte also fiir (a,b) € D:

¢ '((a,0)) = {(z,y) €Cloi(z,y) =apsz,y)=b}
{(x’y) EC‘O‘(liay)*a:()/\ﬁ(liay)ib:o}
C N Vyx,v)—alK) N Vaxv)—p(K)

Dies ist per Definition eine abgeschlossene Menge. O

Definition 11.3 (Iso-, Automorphismus von Kurven)
Sei K ein Korper und f,g € K[X,Y| Polynome. Setze C := V(K) und D := Vy(K). Ein Morphis-
mus von Kurven

p:C—D

heifit Isomorphismus, wenn es einen Morphismus von Kurven
Yv:D—C

gibt, so dass @ o) = idp und i o ¢ = idg
Ist C = D, dann heift ein Isomorphismus von C' in sich selbst auch Automorphismus.

Anmerkung Die Automorphismen einer Kurve bilden eine Gruppe. Je mehr Automorphismen eine
Kurve hat, desto mehr Symmetrien hat sie, d.h. desto Spezieller ist sie.

Beispiel 25 (hyperelliptische Kurven)
Sei K ein Korper und g € K[X] irreduzibel, dann definiere f(X,Y) :=Y? — g(X) € K[X,Y]. Die
Kurve C := V;(K) heifst hyperelliptische Kurve. Der Morphismus

h: C — C(C
(a7b> = (av—b)

heifst hyperelliptsiche Involution (d.h. h?> = idc).

Definition und Bemerkung 11.4 Seien X,9), 3 topologische Riume und ¢ : X — ) stetig, dann
definiere

" :C(Y,3) — C(X,3)
Y = Yoy
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Sei nun K ein Korper und f,g € K[X,Y] Polynome, dann setze C := V;(K) und D := Vy(K).
Weiter sei o : C' — D eine stetige Abbildung, dann Betrachte

KXY py=x0) Ko =KX 0
ip | Lic
C (D,A(K)) £ ¢ (C,AL(K))

ic:K[C] — C(D,AY(K))
p o~ ((@b)~plab)
Es ist ¢ genau dann ein Morphismus von Kurven, wenn ¢* (iD (K[D])) Cic (K[C]) ist.

Beweis. Sei ¢ ein Morphismus von Kurven mit 1 = aund ¢y = (3 fiir a, § € K[ X, Y]. Weiter sei
P € KI[D], dann betrachte fiir a,b € C

¢* (ip(P(X,Y))) (a,0) = ip(P(X,Y)) o (pi(a,b),p2(a,b))
= P(a(a,b),ﬂ(a,b))
- ic(P(a(X,Y),ﬂ(X,Y)))(a,b)

Folglich ist P(«(X,Y), 3(X,Y)) € K[C]. Beweisen wir nun die andere Inplikation, dazu betrachte
die X-Koordinate und die Y'-Koordinate. Wihle P(X,Y) := X € K[D]. Es gilt:
o (in(P(X.Y))) (@) = P(pi(ab),p2(a,h))
= ng(CL, b) S Zc(K[C])
Also gibt es @ € K[X,Y], so dass fiir alle (a,b) € C gilt a(a,b) = ¢i(a,b). Mit P/(X,Y) :=Y
erhalte, dass auch ¢ durch ein Polynom 3(X,Y’) € K[X, Y] gegeben ist. |

Bemerkung 11.5 Sei K ein Korper und C, D C A?(K) seien Kurven. Weiter sei ¢ : C — D ein
Morphismus von Kurven mit p(a,b) = (a(a, b), B(a, b)) Dann ist

' K[D] — K|[C]
P+1(D) = P(a(X,Y),5(X,Y))+1(C)
ein K-Algebra-Homomorphismus.

Anmerkung Achtung: Die ,,Pfeilrichtung* dreht sich um!

Beweis. Wir beweisen hier nur, dass ¢* wohldefiniert ist, denn die (Ring-)Homomorphieeigenschaft
rechnet sich leicht nach. Zur Wohldefiniertheit ist zu Zeigen, dass Elemente aus /(D) auf Elemente
in I(C') abgebildet werden.

Sei also P(X,Y) € I(D), dann ist P(a(a, b), (a, b)) = 0, denn das Element (a(a, b), A(a, b))
liegt in D. Dann ist aber fiir (a, b) € C auch

P(a(X, Y), B(X, Y)) (a,b) = 0
also istP(a(X, Y), B(X, Y)) e 1(C) 0
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Bemerkung 11.6 Seien K ein Korper, C, D C A%(K) Kurven und v : K[D] — K][C] ein K-
Algebra-Homomorphismus. Weiter seien o, 3 € K[X,Y], sodass (X +1(D)) = a(X,Y) +1(C)
und (Y + I(D)) = B(X,Y) + I(C). Dann definiert

p: C —
(a,0) = (a(a,b),B(a,b))

einen Morphismus von Kurven und es gilt: ¢* = 1.

Beweis. Nachrechnen!

12 Singulire Punkte

Definition 12.1 (Taylorentwicklung, singuldrer Punkt, singuliire Kurve, Tangente)
Sei K ein Korper und f € K[X,Y] ein Polynom, dann setze C' := V;(K). Weiter sei (a,b) € C,
dann betrachte die ersten Terme der Taylorentwicklung von f:

of of
5%, -9+ gv| @b

Ty(a,b) :=

Der Punkt (a,b) € C heifit singuldr, falls Tf(a,b) = 0 ist. Andernfalls heifst (a,b) nicht-singulir
(oder glatt, reguldr)

Sei nun (a,b) € C reguldr, dann heifit die zu T¢(a,b) gehirige Grade VT, (ab) (K)) Tangente an C'
im Punkt (a,b).

Die Kurve C' heifst nicht singuldir (glatt), falls jeder Punkt in C regulir ist.

Anmerkung Die Tangente an C'ist diejenige Grade, die C nahe (a, b) am besten approximiert.

68



Beispiel 26 (Tangente an den Einheitskreis)
Sei K = Qund f(X,Y) = X?+Y? -1 € Q[X,Y]. Betrachte den Punkt (2, %), dann ist

34 Of 3. of 4
f(g’g) = X | '(X_5)+87Y 54 (Y—g)
(575) (55)
6 3 8 4
= 5'( —5)4‘5'( —5)
1
- 5-(6X+8Y—@)
1
= - (6X +8Y —10)

Beispiel 27 (Singuldrer Punkt: ,, Spitze )
Sei f(X,Y) =Y? — X3, dann sind die partiellen Ableitungen

of

of _ 2 _
87X = 3X und W =2Y

Beide partiellen Ableitungen verschwinden im Punkt (0,0) , also hat f(X,Y) im Punkt (0,0) eine

Singularitdt.

RERE

Diese Art von Singularitdt heifst ,,Spitze“. Die Tangenten an die beiden Zweige stimmen im Limes
gegen Null iiberein.
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Beispiel 28 (singuldrer Punkt: ,,gewohnlicher Doppelpunkt*)
Sei f(X,Y)=Y? — X3~ X2, dann sind die partiellen Ableitungen

of 2 of
X 3 und 9y
Auch hier verschwinden die beiden partiellen Ableitungen im Nullpunkt.
15 ‘//,
/
1 . S
v f/
05 //’
~ ~
1'-\.\_\' T es \\ Tos 1
0,5 \\\
1 \\
N
AN

-1,5

Diese Art von Singularitdit heifit ,, gewohnlicher Doppelpunkt“. Die Tangenten an die beiden Zweige
haben in (0, 0) eine unterschiedliche Steigung.

Beispiel 29 (singulirer Punkt)
fX,Y) =YY — X)(Y + X) + XS + Y7 hat eine Singularitit im Nullpunkt.

~. 1 e
. 1 e
. 4 7
~. ] e

.
.. B L — ~
~ -
v j -
- i p Y
~ 05 4 - \
™~ 1 - /
. ~ ] s /
- \' / ,//
15 1 05 " d 05 1 15
,// x
- - b \\‘\
7 .
// 05 N
N
7/ N
{ )
N /_/
]

Beispiel 30 (hyperelliptische Kurven)
Seien K ein Korper und g(X) € K[X] ein Polynom, dann heifit die zu f(X,Y) = Y2 — g(X)
gehorige Kurve eine , hyperelliptische Kurve “. Die partiellen Ableitungen sind:

of / of

9 g(x d 2oy

ox = 9 wmd G
Also hat f(X,Y) eine Singularitdt in (z,0), wenn ¢'(z) = 0. Weiter gilt, dass (x,0) € V§(K), also
folgt g(x) = 0. Wir konnen nun schliefien, dass genau dann Vy(K) nicht-singuldir ist, wenn (0, x) ist
eine mehrfache Nullstelle von g ist, also genau dann, wenn A, # 0 ist.
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Motivation Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und f(X,Y) € K[X,Y] ein irreduzibles
Polynom. Setze C' := V;(K). Im letzten Abschnitt haben wir den Koordinatenring

K[c) =KX Y] 0
und den zugehorigen Quotientenkorper K (C') := Quot(K[C]) definiert. Betrachte

z: C — AYK)

(a,b) — a
Hierzu gehort nach dem vorhergehenden Abschnitt ein K-Algebra-Homomorphismus

z* K[X] — KIC]
X = X+(f)

O.B.d.A. ist z* injektiv (sonst nimmt die X -Koordinate nur endlich viele Werte an, dann vertausche
X und Y). Es gilt K[X] C K[C] C K(C). Betrachte nun den ganzen Abschluss von K[X] bzw.
K[C]in K(C).

Unser Ziel ist es in den nichsten Abschnitten zu Zeigen, dass K[C] genau dann ganz abgeschlossen
ist, wenn C' keine Singularititen hat.

Beispiel 31 Sei K ein Korper und f(X,Y) = Y? — X3 ein Polynom in K[X,Y], weiter sei x* wie
oben injektiv, dann ist K [C| nicht abgeschlossen.
Beweis. Im ersten Schritt Behaupten wir, dass % € K|C| ganz ist iiber K[ X, denn in K[C)] gilt

0 = Y2—X3—X2-<<;(>2—X>

X\ 2
=0 = <Y> - X inK(C)
Es gilt 3= ist Nullstelle von T — X € (K[X]) [T]
Im zweiten Schritt zeigen wir, dass XY kein Element in K[C] ist, denn sonst giibe es ein Polynom
9(X,Y) € K[X,Y], so dass

Y+ (f)

ng(XaY)+(f)

Es folgte dann, dass Y = X -g(X,Y)+(f) € K[C], also existierte ein Polynom h(X,Y) € K[X,Y],
so dass
Y =X -g(X,Y)+ (Y? - X?) - WX,Y) € K[X,Y]

Dies ist jedoch ein Widerspruch.

Aus diesen beiden Schritten folgt nun unmittelbar, das K[C] nicht ganz abgeschlossen in K (C') ist.
Weiter gilt, dass K[%] mit % € K(C) der ganze Abschluss von K[C| in K(C) ist. Auch diese Be-
hauptung beweisen wir in mehreren Schritten:

Zundichst zeigen wir, dass K[C] C K[5] ist. In K (C) gelten die folgenden Gleichungen: (%)2 =X
und 3= - X =Y. Die Elemente X + (f) und Y + (f) liegen also in K [*].

Aus der Definition des Koordinatenrings K [C] als Quotientenring von K[X,Y| modulo dem von f
erzeugten Ideal folgt unmittelbar, dass K [C] von den Elementen X + (f) und Y + (f) erzeugt wird.
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Beim zweiten Schritt ist nichts zu zeigen, denn es ist klar, dass Quot (K [2]) = Quot(K[C]) = K (
ist. Weiter gilt: K [%] ist isomorph zu einem Polynomring iiber K in einer Variablen, somit ist K|
ein Hauptidealring. Daher ist K [%] ganz abgeschlossen.

Als drittes werden wir nun zeigen, dass % nicht algebraisch iiber Kist.

Angenommen, dem wdre so, dann wire K [%] eine endliche Korpererweiterung von K. Im ersten
Schritt haben wir festgestellt, dass K[| den Koordinatenring K[C| enthdlt. Dieser wiederum ent-
héilt nach der ersten Behauptung den Polynomring K[X|. Dies ist ein Widerspruch, denn X ist ein
transzendentes Element iiber K.

Zum Schluss betrachten wir noch das Minimalpolynom F(T) := T? — X € (K[X])[T] von 3.
Definiere C := Vp(K), dann ist

)
]

~= Q

m@:KWY%mgmémKw)

Es gelten folglich die Inklusionen

K[X] € K[C] C K[C] C K(C)

und K|[C] ist der ganze Abschluss von K[C|in K(C).

Die Verallgemeinerung dieser Motivation ist der folgende Satz 12.2, den wir aber erst spiter beweisen
konnen:

Satz 12.2 Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und f(X,Y) € K|[X,Y] ein irreduzibles
Polynom. Setze C := V;(K). Es gilt: C ist genau dann nicht singuldr, wenn K [C] ganz abgeschlossen
ist.
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Kapitel IV

Moduln tiiber Ringen (II)

13 Das Tensorprodukt

In diesem Abschnitt bezeichne R wieder einen, nicht notwendig kommutativen, Ring.

Definition 13.1 (ausgeglichene Abbildung, - Produkt, Homomorphismus und Tensorprodukt)
Seien M ein R-Rechtsmodul und N ein R-Linksmodul, sowie P ein 7-Modul. Eine Abbildung f :
M x N — P heifst ausgeglichen, falls f eine Z-bilineare Abbildung ist, die die folgende Eigenschaft
erfiillt.

Vee MVye NVYre R : f(zr,y) = f(z,1y)

In diesem Fall heifst das Paar (P, F') ein ausgeglichenes Produkt von M und N.

Seien (P, f) und (Q,g) zwei ausgeglichene Produkte von M und N. Eine Z-lineare Abbildung
w : P — Q heifst Homomorphismus ausgeglichener Produkte, falls fiir alle x € M und fiir alle
y € N gilt, dass gp(f(w,y)) = g(z,y) ist.

Ein ausgeglichenes Produkt der Moduln M und N heifit Tensorprodukt von M und N iiber R, mit
der Notation (M ®@p N, ®), falls die folgende universelle Abbildungseigenschaft gilt: Fiir die ausge-
glichenen Produkte (P, f) von M und N gibt es genau einen Homomorphismus

90(M®RN7®)_>(P>JC)

von ausgeglichenen Produkten, so dass das folgende Diagramm kommutiert, d.h. p o ® = f.

3!
M@z N L P
k /
M x N

Anmerkung Solange der Kontext den Ring iiber dem wir das Tensorprodukt bilden eindeutig be-
stimmt, vereinfachen wir die Schreibweise von ® g zu &.

Satz 13.2 Seien M, N wie in Definition 13.1 gegeben, dann gilt:
Das Tensorprodukt M @ N existiert und ist bis auf Isomorphie eindeutig.
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Beweis. Zunichst konstruieren wir das Tensorprodukt. Setze dazu F' := Z[M x N] als den freien Z-
Modul auf der Menge M x N, d.h. die Elemente von F' sind Z-Linearkombinationen mit Symbolen
x € M und y € N. Weiter setze G als den von den Elementen

($1+$Qay)_($1ay)—($2’y) l',l'l,l'QEM
(x,y1+y2)—(:c,y1)—(x,y2) yay17y2€N
(zr,y) — (z,7y) reR

erzeugten Z-Untermodul von F'. Definiere

MeN = ¥,
mdz®y = (2,y)+G=(z,y)

Die zu beweisende Behauptung ist nun:

Q:MxN — MQN
(z,y) — z®y

ist eine ausgeglichende Abbildung. Dazu zeigen wir zunéchst die Z-Bilinearitit. Es geniigt diese Ei-
genschaften fiir die Erzeuger von M ® N zu zeigen.

r1t+r1®Yy = ®(($1 + .%'Q,y>) = (1 +22,9) + G
= (1191,1/)—1-(1'272/)4‘(; = ®($1,y)+®(.%'2,y)

Die Linearitét in der 2. Variable folgt analog. Betrachte nun die Multiplikation mit Elementen aus K.

ey = @ry) = (zr,y) + G

= (z,ry) +G = O(x,ry)
Nach dem wir das Tensorprodukt konstruiert haben, miissen wir noch zeigen, dass dieses die univer-
selle Abbildungseigenschaft erfiillt. Hierzu werden wir die uns bereits bekannte universelle Abbil-

dungseigenschaft von freien Moduln verwenden. Sei also ein Z-Modul P vorgegeben, dann betrachte
das folgende kommutative Diagramm

F\w/P

M x N

Wir wissen, dass v eindeutig bestimmt ist. Betrachte fiir x1, 29 € M und y € N
Y(xy +x2,y) = ¢(€($1+$2,y)) = f(z1+ x2,y)
=" f(ffl,y)+f(1?2a?/)

Folglich ist (z1 + x2,y) — (x1,y) — (x2,y) € Ker(¢). Analog folgt, dass auch die die anderen
Erzeuger von G im Kern von # liegen. Somit ist G in Ker(1)) enthalten. Definiere nun

(p:F/G — P
a+G — Y(a)
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damit erhalten wir das gewiinschte, kommutative Diagramm wie folgt

M ®r N P

e A

M x N

Die Eindeutigkeit von ¢ ist durch f(x,y) bereits gegeben.

Die Eindeutigkeit bis auf Isomorphie von M ® N folgt mit dem gleichen Argument wie bei frei-
en Moduln (Vergleiche Satz 2.12), direkten Summen (Vergleiche Satz 2.7) und direkten Produkten
(Vergleiche Satz 2.2) direkt aus der universellen Abbildungseigenschaft. O

Beispiel 32 (Tensorprodukt)
(T1) Seien n,m € N Teilerfremd, dann gilt

T=% g% =0

Da n und m Teilerfremd sind, finden wir eine Darstellung der 1, so dass 1 = am + bn mit a,b € Z.
Seinunr ® s € T, dann betrachte

ros = r-1®s=rlam+bn)®s
= ram@s+rbn®s = ramRs+r bns
0®s+r®0 denn 7 - m = 0 mod m

Esgilt 0 s =04+0®s =0® s+ 0® s, ziehen wir nun 0 @ s auf beiden Seiten der Gleichung
ab erhalten wir 0 = 0 ® s. Betrachten wir nun ein allgemeines Element aus T, so betrachten wir eine
Z-Linearkombination von Nullen, also folgt die Behauptung.

(T2) Sei G eine abelsche Gruppe und n € N derart, dass nG = o ist. Mit anderen Worten: G ist ein
Z-Torsionsmodul und n € Ann(G). Es gilt:

T=Q®zG=0

Denn fiir = € Qund a € G gilt

T T T T
- ®Ra=—"n®a=—Rn-a=—®0
S ns ns ns

(T3) Sei G eine abelsche Gruppe, dann ist T := Q ®yz G ein Q-Vektorraum via

r [t rt .rt
(@a):-@a mit -, — € Q,a € G
s \u su s’ u

(T4) Sei S ein Ring und ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus. Weiter sei N ein R-Linksmodul, dann
ist S ®gr N ein S-Linksmodul via

s(t@n):=st®@n mits,teS,neN

Dieser heifit Skalar- oder Konstantenerweiterung bzw. Basiswechsel.
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Bemerkung 13.3 Seien M, M zwei R-Rechtsmoduln und [ € Homp(M, M ). Weiter seien N N
zwei R-Linksmoduln mit g € Hompg (N, N'). Dann gibt es einen Homomorphismus

f®g: M@r N — M@ N
Beweis. Betrachte das erweiterte Diagramm der universellen Abbildungseigenschaft:

MeoNTEL

|

MxN—=MxN
f.9

Definiere h := ® o (f, g), dann ist h eine ausgeglichene Abbildung. Die Existenz von f ® g folgt nun
sofort aus der universellen Abbildungseigenschaft. O

Bemerkung 13.4 Seien M, M, Mo drei R-Rechtsmoduln und N, N1, No drei R-Linksmoduln mit
ML L My und NS Ny -2 N

Dann gilt: ) ~
(f@go(feg)=(fofl®(G®y)

Beweis. Firallex @ y € M @ N gilt:

foi(fegwey) = foi
O

Folgerung 13.5 Seien M, M zwei R-Rechtsmoduln und f € Hompg(M, M). Weiter seien N, N zwei
R-Linksmoduln mit g € Hompg(N, N). Dann ist das folgende Diagramm kommutativ:

M®N
fW Wﬁg
f®g -

M®N M®N
imk %N
M®N
Beweis. Folgt direkt aus Bemerkung 13.4. O

Bemerkung 13.6 Sei I eine Menge, fiir © € I seien M; R-Rechtsmoduln. Weiter sei N ein R-
Linksmodul. Dannn gibt es genau einen Isomorphismus

@ : <@Mz> QN 5 @(Mi(g]\f)

i€l icl
(%i)icr @Yy = (T @ Y)ier
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Beweis. Als erstes schlieen wir die Existenz von ¢ aus der universellen Abbildungseigenschaft des
Tensorproduktes. Betrachte dazu das folgende Diagramm:

(@Ml)@N ______ o P (M;®N)

el i€l

Definiere f durch f ((x;)icr,y) := (2;Qy);c1, dann ist f eine ausgeglichene Abbildung. Die Existenz
von ¢ folgt nun sofort. Im zweiten Schritt nutzen wir die universelle Abbildungseigenschaft der di-
rekten Summe aus, um die Umkehrabbildung von ¢ zu bestimmen. Betrachte dazu dieses Diagramm:

@S MeN)_____ ¢____><E|9Mi>®N

el

\ % idn

M;®R

Hierbei sind ¢; die Einbettung von M; ® N auf die j-te Komponente von €G(M; ® N) und ¢; die
Einbettung von M auf die j-te Komponente von & M;. Nach der universellen Abbildungseigenschaft
existiert genau ein ¢ mit ¢ o €; = d; ® id . Zuletzt zeigt man durch Nachrechnen ¢ = L O

Bemerkung 13.7 Sei N ein R-Linksmodul dann definiert die Abbildung

p: RN — N

reon — rn

Einen Isomorphismus von R-Linksmoduln via Skalarerweiterung auf R @ N.

Beweis.

R®N -5 N Betrachte das nebenstehende Diagramnm. Mit f(r,n) := rn

® "\ S f existiert ¢ mit der offensichtlichen Umkehrabbildung:

Rx N P:Non—1l®neRQN O
Anmerkung Die Bemerkungen 13.6 und 13.7 gelten mit einem analogen Beweis auch in den folgen-
den Formen:
Me® <€BN2'> = [[(MeN)
iel i€l

und

¢y M@R>m@r—mreM
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Beispiel 33 Sei G cine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann ist
dimg (Q®z G) = rg(G) :=r

Nach dem Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen sind G und Z" @ Gor Isomorph. Somit
gilt die folgende Isomorphie

I

Q®zG

Q&2 ((G?Z) @Gm>

i=
r

(®(Q ®z Z)) . (@ Rz Gtor)

i=1
Do = Do
i=1 i=1

Bemerkung 13.8 Sei R ein kommutativer Ring und M, N seien R-Moduln, dann gilt

1

12

MONZ=EZNQM
Beweis. Ubung!

Beispiel 34 Sei K ein Korper und LK eine Korpererweiterung, dann ist
Lok K[X] & LIX]

Bemerkung 13.9 Seien M ein R-Rechtsmodul und N ein R-Linksmodul weiter sei P ein Z-Modul.
Fasse Homyz(N, P) als R-Rechtsmodul auf via (f,r) := f(rn) fiir f € Homgz(N, P),r € R und
n € N. Dann gibt es einen Isomorphismus, so dass

Homp (M, Homy(N, P)) >~ Homy, (M ® N, P)

Beweis. (ohne Rechnungen)
Zunidchst muss nachgerechnet werden, dass es eine Bijektion zwischen den Mengen

A:={f:M x N — P| fausgeglichen } «— Homp (M,Homy(N,P))
f — (m»—> (n»—>f(m,n))>
((mn) = (gm)(m)) < g

gibt, dann gibt die universelle Abbildungseigenschaft des Tensorproduktes genau eine Bijektion von
A und Homz(M ® N, P). Nun kann nachgerechnet werden, dass diese Bijektion ein Isomorphismus
ist. O

Beispiel 35 (Skalarerweiterung eines freien Moduls)
Seien R, S Ringe und I eine Menge, dann bezeichne F' den freien R-Modul auf der Menge 1. Wir

wissen, dass
P-@n
el
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gilt. Sei weiter ¢ € Homp(R, S), dann fasse S als R-Modul auf via rs := ¢(r) - s. Es gilt

SorF =S®p (@R) 2D (S en k) %7@5

i€l i€l i€l
Mit anderen Worten: S Qg F' ist freier S-Modul auf der Menge 1.

Bemerkung 13.10 Es gelten
(a) Sei N ein R-Linksmodul und sei My, — Mo — M3 — 0 eine exakte Sequenz von R-Rechtsmoduln,

dann ist auch
Mi®@N —> My N — M3 N — 0

eine exakte Sequenz von Z-Moduln.
(b) Sei M ein R-Rechtsmodul und sei Ny — No — N3 — 0 eine exakte Sequenz von R-Linksmoduln,
dann ist auch

M®N — M®Ny,— M®N3g—0

eine exakte Sequenz von Z-Moduln.

Beweis. zu (a):
Nach Satz 1.10 gilt fiir alle Z-Moduln P

0 — Homp (Mg, Homz (N, P)) — Homp (Mg, Homgz (N, P)) — Homp (Ml, Homz(N, P))
ist eine exakte Sequenz. Mit Bemerkung 13.9 erhalten wir hieraus die exakte Sequenz
0 — Homgz (M3 ® N, P) — Homg (M; ® N, P) — Homg (M; ® N, P)
In einer Ubungsaufgabe wurde gezeigt, dass die Umkehrung von Satz 1.10 ebenfalls gilt, somit ist
Mi@N—>My@N — M3s®N —0
eine exakte Sequenz. Der Beweis von (b) erfolgt analog mit vertauschten Rollen. O

Definition 13.11 (Flache und treu-flache Moduln)
Ein R-Rechtmodul M heifit flach, falls fiir alle injektiven R-Homomorphismen ¢ : N1 — Ny von
R-Linksmoduln der induzierte Homomorphismus

dy @@ : M&N — M ® N»

auch injektiv ist. Entsprechend heifit ein R-Linksmodul N flach, falls fiir alle injektiven R-Homomorphismen
1 My — My von R-Rechtsmoduln der induzierte Homomorphismus idy & 1) auch injektiv ist.

Ein R-Rechtsmodul M heifit treu-flach, falls M flach ist und die Injektivitdit aller R-Homomorphismen

¢ : N1 < N3 von R-Linksmoduln aus der Injektivtit von idy; @ ¢ folgt.

Entsprechend heifit ein R-Linksmodul N treu-flach.
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Beispiel 36 (Flache und treu-flache Moduln)
1) Der Z-Modul Q ist flach:
G = 7" @D Gior und H := 7° P Hyor seien Z-Moduln und ¢ : G — H sei ein injektiver Z-
Homomorphismus, dann gilt
QezH —Q&zG
2 !

Q®z2° —Q®z Z"

L

Q° Q"
ist injektiv, da ¢ (2°) C Z" gilt.
2) I, ist als Z-Modul nicht flach:
Sei p eine Primzahl, dann ist
p:4 — 7

Z = 2D
injektiv aber -p ® idy, ist die Nullabbildung, denn
PpRidp, (2 @2) =(2p@2z) = (2®@pzr)=(2®0)=(2®0-0) = (0®0)

Bemerkung 13.12 (Tensorieren mit flachen Moduln erhdlt Exaktheit)
(a) Sei M ein R-rechtsmodul, genau dann erhdilt

M®R-

exakte Sequenzen, wenn M flach ist. Das heifit ist 0 — N1 — No — N3 — 0 eine exakte Sequenz so
folgt genau dann, dass 0 — M @ N1 — M ® Ny — M ® N3 — 0 exakt ist, wenn M flach ist.
(b) Sei N ein R-Linksmodul, genau dann erhdlt

- ® R N
exakte Sequenzen, wenn N flach ist.

Beweis. Diese Bemerkung gilt unmittelbar nach Bemerkung 13.10 und Definition 13.11. O
Bemerkung 13.13 Es gelten (a) Ist M ein R-Modul und a <| R ein Ideal, dann gilt
Meor o=y,
(b) Sei M ein flacher R-Modul. M ist genau dann treu-flach, wenn fiir alle R-Moduln N # 0 gilt
M®@rN #0
Beweis. zu (a):

Nach dem Homomorphiesatz ist
0—a—R— R/a — 0
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eine exakte Sequenz. Mit Bemerkung 13.10 ist dann auch

MoaMoR2M S Mol -0
eine exakte Sequenz. Dies heifit, dass insbesondere Im () = Ker(yp) ist. Es gilt
G:Moa—M@R=M

und Im(¢) = Ma. Aus dem Homomorphiesatz folgt nun die Behauptung.

zu (b):

Sei M treu-flach, dann betrachte N — 0. Falls M ® N — M ® 0 — 0 injektiv ist, dann ist - wegen
der Treuflachheit - auch N — 0 und somit folgt N = 0.

Sie nun fiir alle N # 0 das Tensorprodukt M ® N # 0 und sei weiter ¢ : N; — Ns ein R-
Homomorphismus von R-Linksmoduln, dann definiere K := Ker(p) und betrachte die folgende
exakte Sequenz

0— K — Ny 2 Ny
Da M flach ist, ist nach Bemerkung 13.12 auch
0> MeK—MeN M5 M N,

eine exakte Sequenz. Ist nun ¢dy; ® ¢ injektiv, dann folgt, dass M ® K = 0 ist. Nach Voraussetzung
istdann K = 0, also ist ¢ injektiv. O

Bemerkung 13.14 Sei N ein flacher R-Modul, genau dann ist N treu-flach, wenn fiir alle Maximal-
ideale P <1 R gilt PN # N.

Beweis. Sei N treuflach, dann betrachte die exakte Sequenz
0—-P—R— R/ p—0
Da N treu-flach - also insbesondere flach - ist, ist auch
0-PeN-SReaN=N-LEB LN 0
eine exakte Sequenz ist. Da « injektiv ist, folgt
P®N=PN
Wire nun PN = N, dann wére nach Bemerkung 13.13 (a) der Modul
Noy=fpanN=0

und wir konnten schlieen, dass dann R/ ‘p der Nullmodul ist. Dies ist aber ein Widerspruch, da P
nach Voraussetzung ein Maximalideal und somit ungleich R ist.

Sei nun PN # N fiir alle Maximalideale P <1 R. Fiir alle echten Ideale a < R gilt dann aN # N,
da jedes Ideal in einem Maximalideal enthalten ist. Weiter ist dann fiir alle echten Ideale a <1 R der
Modul N/a v nicht der Nullmodul. Sei nun M ein beliebiger R-Modul mit der Eigenschaft, dass
M ® N = 0 ist. Wir wollen nun Teil (b) von Bemerkung 13.13 anwenden. Dazu miissen wir zeigen,
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dass M der Nullmodul ist. Nehmen wir nun an, dies wire nicht der Fall, dann wihle ein 0 # m € M
und definiere

p:R — M

T oomr

dann ist der Kern von ¢ das Annulatorideal Anng(m) <@ R von m ein echtes Ideal in R. Definiere
nun M’ := mR = Im(y), dies ist nicht der Nullmodul, denn 15 - m ist nicht 0, weiter gilt nach dem
Homomorphiesatz

~ R
M= /AnnR(m)

Es gilt
M'@N = /AnnR(m)®N: /AnnR(m)-N#O

Betrachte die Inklusionskette 0 < M’ < M, dann gilt wegen der Flachheit von N auch folgende
Inklusionskette 0 — M’ @ N — M ® N also ist M ® N nicht der Nullmodul, womit wir einen
Widerspruch haben. O

Bemerkung 13.15 Seien M; fiir i € I R-Rechtsmoduln, dann gilt

M; flach <= @5 M; flach
el
Beweis. Seien N1, Ny zwei R-Linksmoduln, und ¢ : N3 < Nj ein injektiver R-Homomorphismus.
Betrachte das folgende, kommutative Diagramm:

id ®
(@ Mi> Qp N,  BMiZ¥ (@ Mi> ®r N
i€l icl

| |
691 (M; @ Ny) ‘¢ @I (M; ® N2)
1€ 1€

Hiernach gilt:

P Miflach & idgyn, ® ¢ injektiv

el
& Viel idy, ® pinjektiv
< Viel M, flach

Satz 13.16 Es gelten
(a) Projektive Moduln sind flach.
(b) Freie Moduln, die nicht der Nullmodul sind, sind treuflach.

Beweis. Zunichst konnen wir feststellen, dass Freie Moduln flach sind, denn nach Bemerkung 13.7
ist R als R-Modul flach und Freie Moduln sind direkte Simmen von . Nach Bemerkung 13.15 sind
direkte Summen flach, wenn alle Komponenten flach sind. Nun sei P ein projektiver R-Modul. Nach
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Satz 2.16 gibt es einen R-Modul X, so dass X [ ] P ein freier Modul ist. Mit Bemerkung 13.15 ist P
dann ein flacher Modul. Betrachte

F=RrR mitI#R

i€l

Nach obiger Uberlegung ist F als freier R-Modul flach. Sei nun NV # 0 ein R-Modul, dann ist

F@N = (@R) @N=EP (Re&N)=EPN #0

el il il

Nach Teil (b) der Bemerkung 13.13 ist ¥’ dann treu-flach. O

Folgerung 13.17 Seien M ein flacher, sowie T ein treu-flacher R-Modul, dann ist M @@ T ein treu-
flacher R-Modul.

Bewels:

Nach Bemerkung 13.15 ist M ® T ein flacher R-Modul. Sei N ein beliebiger R-Modul, mit NV # 0.
Nach Voraussetzung ist 7" treu-flach und mit Bemerkung 13.13 ist dann N ® T" # 0, also gilt:

No(MEPT)=(NeM)PNeT)+#0

Satz 13.18 Sei R ein kommutativer, lokaler Ring und M ein R-Modul, dann sind dquivalent:
- M ist ein freier Modul.

- M ist ein projektiver Modul.

- M ist ein flacher Modul.

Beweis. Nach Satz 2.16 sind freie Moduln projektiv, mit Teil (a) von Satz 13.16 sind projektive Mo-
duln flach und vermittels Nakayanas Lemma und dem Schlangenlemma (beide waren Ubungsaufga-
ben) folgt aus der Flachheit eines Moduls dessen Freiheit. O

Bemerkung 13.19 (Assoziativitdt des Tensorproduktes)

Seien S, R Ringe, M ein R-Rechtsmodul und P ein S-Lnksmodul weiter sei N ein R-Linksmodul
der gleichzeitig ein S-Rechtsmodul ist, mit der Eigenschaft, dass fiir aller € R,s € S;n € N gilt
(rn)s = r(ns).

Fasse R®@p N, via (m ®n)s := m & ns, als S-Rechtsmodul und N ®g P, viar(n @ p) :=rn ®p,
als R-Linksmodul auf. Dann gilt:

(M@RN) ®s P>~ M®p (N@SP)
Beweis. Ubung!

Definition und Satz 13.20 (Treu-flacher Ringhomomorphismus)
Seien R, S Ringe. Ein Ringhomomorphismus ¢ : R — S heifit (treu-)flach, falls S als R-Modul
(treu-)flach ist.

(a) Sei ¢ : R — S (treu-)flacher Ringhomomorphismus und M ein (treu-) flacher S-Modul. Fasse
M als R-Modul auf, via r-m = @(r)-m fiirr € Rund m € M. Dann ist M ein (treu-)flacher
R-Modul
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(b) Sei p : R — S ein Ringhomomorphismus und M ein (treu-)flacher R-Modul, dann ist S @ g M
ein (treu-)flacher S-Modul.

Beweis. zu (a):

Sei ¢ : N — N’ ein injektiver Homomorphismus von R-Moduln. Da nach Voraussetzung ¢ flach ist,
istids ® ¢ : S ®r N — S ®r N’ ein injektiver Homomorphismus von S-Moduln und weil M ein
flacher Modul ist, ist auch

M ®g (S@RN) — M ®g (S@RN’)

ein Injektiver Homomorphismus. Mit der Assoziativitit des Tensorproduktes' folgt die Injektivitit
von

(M®s> Qr N — <M®SS) ®r N’
Nach Folgerung 13.17 gilt, dass M ®g S = M ist, und somit folgt schlieBlich die Injektivitit von
M ®r N — M ®@gr N’

Sind ¢ und M treu-flach, dann lies die obige Argumentation riickwerts.
zu (b):
Seinun ¢ : N — N’ ein injektiver Homomorphismus von S-Moduln, dann folgt aus der Flachheit
von M, dass
N®rM — N '® rRM

eine injektive Abbildung ist. Mit Bemerkung 13.7 folgt die Isomorphie der Moduln (N ®g S) @ g M
und N ®p M. Mit Bemerkung 13.7 und der Assoziativitit der Tensorproduktes konnen wir nun auf
die Injektivitit von

N ®g (S@RM) — N' ®g (S@RM)

schlieBen. Zum Beweis der Treuflachheit lies die obigen Schritte riickwerts. O

Definition und Satz 13.21 (Lokalisierung von Moduln I)
Sei R ein kommutativer Ring und S C R eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge von R, weiter
sei M ein R-Modul, dann definiert

(m,s) ~(m',s") & JFHteS: t(sm—-sm')=0

eine Aquivalenzrelation auf M x S. Die zugehorigen Aquivalenzklassen werden mit ** und die Menge
dieser mit S~1M =M % S/N bezeichnet. Weiter ist S~'M ein S™' R Modul via

!/ / /
rm rm m m sm—+ sm . ,
——=— ud —+—Fi=—F— firr € R; 5,5 € S;m,m' € M
s s ss S S ss

Auflerdem ist

ps: M — STIM

m
m —  —

ein R-Modulhomomorphismus mit Ker(pug) = {m € M|S N Ann(m) # @}

! Assoziativitit des Tensorproduktes nach Bemerkung 13.19
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Beweis. Das Nachrechnen der Aquivalenzklassen-, Modul-, und Homomorphieeigenschaften erfolgt
dhnlich wie beim Nachweis der Eigenschaften von lokalen Ringen. O

Definition 13.22 (Lokalisierung von Moduln I1)
o STIM heifit Quotientenmodul von M bzgl. S.

e Sei p < R ein Primideal. Setze S := R\{p}, dann heiit M, := S~'M die Lokalisierung von
M bei p.

Bemerkung 13.23 Sei R ein kommutativer Ring und M, N seien R-Moduln. Es seien weiter S C R
eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge von R und ¢ : M — N ein R-Homomorphismus.
(a) Dann ist folgende Abbildung ein S~ R-Homomorphismus:

0s:S M — STIN

mo o plm)
S S

(b) Ist @ injektiv (bzw. surjektiv), so ist auch pg injektiv (bzw. surjektiv).

Beweis. Zu (a): Nachrechnen der Wohldefiniertheit
Zu (b): Sei ¢ injektiv, dann betrachte

m\  @m) 0
905(?) T s 1
= JteS: t-p(m)=
= p({tm)=0=tm=0
m 0
- 51

somit ist ¢ injektiv. Sei ¢ nun surjektiv und = € S ~1 N gegeben. Nach Voraussetzung gibt es ein
m € M, so dass p(m) = n ist. es folgt

somit ist g surjektiv. O

Bemerkung 13.24 Seien R ein kommutativer Ring, S C R eine multiplikativ abgeschlossene Teil-
menge von R und M ein R-Modul, dann ist

v:ST'M — ST'ReM
m T
S S

ein S~ R-Isomorphismus.

Beweis. In zwei Schritten:
1) Nachrechnen, dass 1/ ein S~ R-Homomorphismus ist.
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2) Benutze die universelle Abbildungseigenschaft des Tensorproduktes um eine Umkehrabbildung "
zu erhalten

STTRe M
STIRx M

Definiere hierzu eine ausgeglichene Abbildung f durch

HGm) =7

Aus der oben bezeichneten universellen Abbildungseigenschaft folgt nun bereits die eindeutige Exis-
tenz von 1) mit ¢ o ® = f. Nun kann nachgerechnet werden, dass v und % invers zueinander sind.
|

Folgerung 13.25 Sei R ein kommutativer Ring, S C R eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge
von R und M ein (treu-)flacher R-Modul, dann ist S~'M gleichzeitig (treu-)flacher S~ R-Modul
und flacher R-Modul.

Beweis. Zuerst zeigen wir, dass S ~LM ein (treu-)flacher S~ R-Modul ist:
Nach den vorhergegangenen Sitzen gilt fiir einen S~ R-Modul N die folgende Isomorphie

1 13.24 1
N®g1pS8 M 2 N®gip (5— Rop M)
13.19 1
= (N ®g 1p S~ R) ®n M
13.7
= N®RM

Nun zeigen wir, dass S~ M ein flacher R-Modul ist:

Behauptung 1 S—'R ist flach als R-Modul.

Beweis. Sei M — M’ ein injektiver R-Homomorphismus, dann betrachte

STIRepr M — S~ 'Rer M’

i ;

STIM ——— 51
Nach Teil (b) von Bemerkung 13.23 ist g injektiv, und somit die Behauptung bewiesen. A
Da ¢ : R — S™!R nach obiger Behauptung ein flacher R-Homomorphismus ist, folgt die Aussage
aus Satz 13.20 Teil (a). O

Satz 13.26 Sei R ein kommutativer Ring und o : M — N ein R-Modulhomomorphismus. Fiir Prim-
ideale p < R sei pp : My — Ny die Lokalisierung von ¢ aus Bemerkung 13.23 (a). Es gilt: ¢ ist genau
dann surjektiv (injektiv), wenn fiir alle Maximalideale p <\ R die Lokalisierung oy surjektiv (injektiv)
ist. In Worten heifst dies: Bijektivitdt von Modul-Homomorphismen ist eine lokale Eigenschaft.
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Beweis. Die Implikation von ¢ auf ¢, haben wir in Teil (b) der Bemerkung 13.23 gezeigt, zum Beweis
der Gegenrichtung bezeichne P die Menge der Maximalideale von R und seien fiir alle p € P die
Lokalisierungen ¢, surjektiv (injektiv) dann sind folgende isomorphe Homomorphismen surjektiv
(injektiv)

@ Mp (pp)pep @ NP
peP peP

l l

@ (o) - @ (mon)

l l

(pEGBPRp) O M ___ (peBDRp) ®r N

T::GBRP

peP

T ist treu-flacher R-Modul, denn T ist flach als R-Modul, weil nach Folgerung 13.25 jedes R, flach
ist und nach Folgerung 13.5 direkte Summen von flachen Moduln flach sind. Sei nun @ < R ein
Maximalideal, dann ist QRg # R also folgt, dass QT # T ist. Mit Bemerkung 13.4 ist 7" dann
treu-flach. Der Homomorphismus

Definiere nun

(‘Pp)pEP

T®RM — T®RN

ist in jeder Komponente surjektiv (injektiv), also folgt, wegen der Treuflachheit von 7', dass die Ab-
bildung ¢ : M — N surjektiv (injektiv) ist. Die injektivitét folgt direkt aus der Definition, zum
Nachweis der surjektivitit nimm an, dass ¢ nicht surjektiv sei, dann betrachte die exakte Sequenz

M—-N-—-K-—0 mit K := Cokern(yp)

dann ist auch
TRQrM —-TRrN —-TRIrK — 0

eine exakte Sequenz mit 7" ® p K # 0. Wir konnen schlieBen, dass
T KRR M —T KRR N

keine surjektive Abbildung ist, dies haben wir weiter oben jedoch gezeigt und haben somit einen
Widerspruch. O

Bemerkung 13.27 Es seien R ein kommutativer Ring, M ein R-Modul und P <| R ein Maximalideal,
dann gilt

Moy MP/PRPMP

Beweis. Erinnerung: Rp ist ein lokaler Ring mit dem einzigen Maximalideal PRp. Es geniigt die
folgende Isomorphie zu zeigen

Bp=frpp,
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Betrachte hierzu die natiirliche Projektion

Wir wissen, dass P = RN PRp C Ker(yp) enthalten ist, betrachte nun r := £ € R mit s € P und
x € R\P,dannistr - s = x € P und somit muss R bereits in P liegen, also ist Ker(¢) = P. Weiter
ist ¢ surjektiv, denn sei s € R\ P, dann geniigt es zu zeigen, dass % — PRp € im(yp) gilt. Da P
ein Maximalideal ist, muss das Ideal (P, s) das Einselement enthalten. Also existieren a,b € R und
x € P,sodass wir mit 1 = as+ bx eine Darstellung der Eins erhalten. Nun folgt % =a+ b?x € 1m(yp)
und somit die Surjektivitdt von ¢. Mit dem Homomorphiesatz folgt nun die obige Isomorphie, um mit
dieser auf die Aussage der Bemerkung zu schlieen betrachte

13.1

©

(a)

I

M/pM R/p®RMgRP/pRP®RM
(RP/pRP ®np Rp) orM=BRepp op, (RP ®n M)

~ M
RP/PRP ®rp Mp =L/ pRoMp

[y

[R&

7

I

Satz 13.28 (Flachheit ist eine lokale Eigenschaft)

Seien R ein kommutativer Ring und M ein R-Modul, dann sind dquivalent
(i) M ist (treu-)flach.

(ii) Mp ist (treu-)flach fiir alle Maximalideale P <1 R.

Beweis. Den Schluss von (i) auf (ii) haben wir bereits in Folgerung 13.25 bewiesen. Wir zeigen
fiir den Schluss von (ii) auf (i) zuniichst die Flachheit. Sei also ¢ : N < N’ ein injektiver R-
Modulhomomorphismus. Nach Voraussetzung ist M p flach iiber Rp und im Beweis zu Folgerung
13.25 haben wir die Flachheit von Rp iiber R gezeigt, daher ist M p flach iiber R. Betrachte also das
folgende Diagramm injektiver Homomorphismen:

N®RMP N/®RMP

; ]

(N®RM) Qr Rp —— (N/ ®RM) ®r Rp

i i

(MerM)p (N ®r M) p

Mit Satz 13.26 folgt nun die Injektivitit von
N® R M — N’ QR M

Zur Treuflachheit: Nach Bemerkung 13.14 ist PRpMp # Mp somit gilt mit Bemerkung 13.27:

M 1337
0# L PRoMp = 7/ PM

Wir konnen schlieBen, dass M # PM und somit ist M/ nach Bemerkung 13.14 treu-flach. O
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14 Noeterscher Normalisierungssatz und lokale Charakterisierung der
Ganzabgeschlossenheit

Satz 14.1 (Nagatas Normalisierungslemma)
Sei K ein Korper und f € R = KI[Xi,...,X,] ein nicht konstantes Polynom, dann gibt es
ma,...,my €N, sodass R ganz iiber S := K|[f,Ya,..., Y| mitY; := X; — X{" ist.

Beweis. Es gilt R = S[X;], wir miissen also zeigen, dass X ganz iiber S ist. Hierzu werden wir
versuchen ein Polynom h € S[T] zu konstruieren das X als Nullstelle hat und dessen hochster
Koeffizient bereits in K liegt. Definiere also

WT) = f(T,Ya+T™,... Yy +T™) — f(X1,...,Xn) € S[T]

Dieses Polynom erfiillt 2(X;) = O fiir alle Wahlen der m,;. Bezeichne d den Grad von f, dann gilt

n

f(Xy,..., X)) = Z an X mit einem Multiindex « := («, ..., ay,) und |of := Zai

lo|<d i=1
Damit gilt fiir A(7")

hT) = Y ag-T% - (Ya+T™)% (Yo +T™) — f(X1,..., Xn)
la|<d
n
= Z Qg - TC + Terme niedrigeren Grades in T mit ¢ := Z a;mg
|a|=d i=1

Wihle die m; nun so, dass alle «; - m; verschieden sind (zum Beispiel m; := (d + 1)i), dann ist der
hoechste Koeffizient von h ein Element aus K. O

Definition und Satz 14.2 (Noeterscher Normalisierungssatz)

Seien K ein Korper und R ein endlich erzeugter Integritditsring iiber K, dann gibt es y1, ...,y € R,
so dass {y1,...,yr} algebraisch unabhdngig iiber K sind und R/ K|y, ...,y.| eine ganze Ringer-
weiterung ist.

Der Ring K|y ..., y,] heifst Noetersche-Normalisierung von R.

Anmerkung K[yi, ..., y,] ist isomorph zum Polynomring iiber K in r Variablen.

Beweis. Sei € := {z1,...,z,} ein Erzeugendensystem von R iiber k. Wir wollen den Satz induktiv
iiber n die Anzahl der Erzeuger von R beweisen. Hierbei ist der Induktionsanfang trivial, denn fiir
n = (0 gilt R = K. Fiir den Induktionsschritt von n — 1 auf n definiere

v: K[X1,...,Xn] - R

X, i = X
Die so definierte Abbildung ¢ ist ein surjektiver Ringhomomorphismus und es gilt

P :=Ker(p) < K[X1,..., X,

89



ist ein Primideal. Ist nun P = (0) so folgt mit dem Homomorphiesatz R = K[X7, ..., X, und somit
die Aussage des Satzes. Andernfalls (P # (0)) sei f € P ein nicht konstantes Polynom, also insbe-
sondere nicht das Nullpolynom. Dann gibt es mit Satz 14.1 Elemente ya, ..., y, in K[X1,..., X,]
derart, dass K[X7, ..., X,] ganz iiber K[f,y2,...,yy] ist. Definiere

R = o(K[f y2, - ynl) = Klp(y2)s - - - 0(yn)]

Nach Induktionsannahme ist R’ iiber K[Y1,...Y,_1] ganz, dann ist aber auch R/K[Y1,..., Y, 1]
eine ganze Ringerweiterung.

Bemerkung 14.3 Sei R ein normaler Ring und S C R eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge
von R, dann ist auch S~ R ein normaler Ring.

Beweis. Bezeichne K := Quot(R) = Quot(S~'R) und sei o := ¢ € K ganz iiber S~ R, d.h. v ist
insbesondere eine Nullstelle eines Polynoms aus S~! R[X]. Betrachte

(S () e

Nach Erweitern der Koeffizienten auf den Hauptnenner erhalten wir

a-S\n a- S n—1
(557) e (57) +r s =o

Damit ist aber ¢’ Nullstelle eines normierten Polynoms aus 2 und somit ganz iiber R. Da R normal
ist folgt sofort, dass 4* € R istund somit § = o € § R, O

Bemerkung 14.4 Seien R ein Integrititsring und S C R eine multiplikativ abgeschlossene Teilmen-
ge. Weiter bezeichne K := Quot(R). Dann gilt

ST'R=5S"'R
Hierbei bezeichne R die ganz abgeschlossene Hiille von R in K.

Beweis. Wir wissen R ist normal, damit ist nach Bemerkung 14.3 auch S _13 C K normal. Weiter ist
R/R eine ganze Ringerweiterung, also ist nach Bemerkung 7.10 auch S~! R ganz iiber S~ R. O

Satz 14.5 (Lokale Charakterisierung der Normalitdit)
Sei R ein Integritdtsring, dann sind dquivalent
(i) Rist normal und (ii) Rp ist fiir alle Maximalideale P <1 R normal.

Beweis. Der Schluss von (i) auf (ii) ist die Aussage von Bemerkung 14.3, fiir die Gegenrichtung sei
R die normalisierung des ganzen Abschlusses von R. Nach Bemerkung 14.4 gilt

Rp = (R)
P
Betrachte nun die Einbettung ¢ : R — R. Diese ist nach Satz 13.26 genau dann surjektiv, wenn R

ein normaler Ring ist, d.h. wenn R = R ist. Also genau dann, wenn pp : Rp — Rp = Rp surjektiv
ist, also wenn Rp ein normaler Ring ist. O
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15 Allgemeiner Hilbertscher Nullstellensatz

Definition 15.1 (Radikalideal, Jacobson-Radikal)
Sei R ein Ring und a <\ R ein Ideal, dann heifit

Va={reR|IneN:7"ca} <R

das Radikal(ideal) von a. Weiter heifitn a Radikalideal, falls a = +/a gilt.
Bezeichne M die Menge der Maximalideale von R, dann heif3it

Rad(R) := Jac(R) := (| P
PeM

das (Jacobson-)Radikal von R. Analog heifst

Rad(a) := Jac(a) := [ | P
PeM
aCP

das (Jacobson-)Radikal von a.
Sei P <1 R ein Primideal und f € R ein Ringelement, dann heifit P Nullstelle von f, wenn

/ .
T:O lnRP/PRP

Wir schreiben dann f(P) = 0.

Anmerkung Betrachte die natiirliche Projektion 7 : R — R/a, dann ist
! (Jac <R/a)) = Jac(a)
Beispiel 37 Sei R ein Ring und P ein Primideal von R, dann ist /P = P.

Bemerkung 15.2 Sei R ein Ring, P < R ein Primideal und f € R, dann gilt

FP)=0 & {GPRP
& Jge P, 3te R\P {:%

< dt,se R\P3dqe P stf=sq
& feP

Satz 15.3 (Abstrakter Nullstellensatz)
Sei R ein kommutativer Ring und a < R ein Ideal sowie f € R ein Element, genau dann gilt fiir alle
Maximalideale P < R die a enthalten, dass f(P) = 0 ist, wenn f € Rad(a) ist.

Beweis. Folgt sofort aus Bemerkung 15.2. O
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Satz 15.4 (Allgemeiner Hilbertscher Nullstellensatz)
Sei K ein Korper und R/ K eine endlich erzugte K -Algebra. Weiter sei a < R ein Ideal, dann gelten:

a) /a = Rad(a) = Jac(a)
b) Fiir alle Maximalideale P < R die a enthalten gilt genau dann f(P) =0, wenn f € \/a ist.

Beweis. Teil b) der Aussage folgt unmittelbar aus Satz 15.3 und Teil a). Fiir den Teil a) miissen wir
zwei Inklusionen zeigen, sei also zunichst f € +/a (d.h. es gibt ein n € N so dass f™ € a ist) und
weiter sei P < R ein Maximalideal, dass a enthilt, dann ist f* € P. Da P insbesondere ein Primideal
ist folgt f € P und damit f € Rad(a).

Fiir die andere Inklusion zeigen wir, dass aus f ¢ \/a folgt, dass f ¢ Rad(a) ist.

Sei nun also f ¢ /a das heiBt, dass keine natiirliche Potenz von f in a enthalten ist. Definiere

R=0/ und S:={f"IneN} mitf:=f+a

Dann ist S eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge von Rmit0 ¢ S. Sei Q < S~ R ein Maxi-
malideal, dann ist f ¢ @, da f eine Einheit ist und damit ist

_S7'R,_
L= 0

eine Korpererweiterung von K, die nach Voraussetzung an R als K-Algebra endlich erzeugt ist. Mit
Satz 9.12 ist L/ K eine endliche Korpererweiterung. Es gelten die folgenden Inklusionen

KchgnpcL

Also ist Q N R <1 R ein Maximalideal, aber f ¢ Q. Betrachte die natiirliche Projektion
m:R— R/a =R

und definiere

Q:=n"1 (Q N R)
Es gilt: Q < R ist ein Maximalideal mit a C @ aber f ¢ ( daher folgt f ¢ Rad(a). O

Folgerung 15.5 (Klassischer Hilbertscher Nullstellensatz)
Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und a < K[X1,...X,] := K[X] ein Ideal, dann gilt

I(Va(K)) = Va

Insbesondere entsprechen sich die affinen algebraischen Mengen und die Radikalideale von K[X]
bijektiv.

Beweis. Sei f € I(V4(K)) also gilt fiir alle x € Vo(K) die Gleichung f(x) = 0 und auch
f(X1—21,..., X, —xy,) = 0. Dies heifit aber, dass fiir alle Maximalideale P <t K [X] die a enthalten
f(P) = 0 ist und somit folgt nach Satz 15.4 die Behauptung. Zum ,,Insbesondere* betrachte

X=Vo(K) = I(X) = I(Vo(K)) = Va =V 5(K) = Vo(K) = X

und

a=Var V(K) — I(V/KE) =a
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16 Dimension von Ringen

Bemerkung 16.1 Sei R ein Ring, M ein endlich erzeugter R-Modul und a <1 R ein Ideal. Weiter sei
¢ : M — M ein R-Homomorphismus mit (M) C aM. Dann gibt es ein n € N und Elemente
ag, . ..an—1 € aderart, dass gilt

A Han_ 10" P+ . 4+ay =0

Beweis. Seien 1, ...z, € M die Erzeuger von M. Betrachte die Darstellung der Erzeuger bzgl. ¢

n

¢($,) = Zamxj mit ai; €0a

j=1
Und definiere die Matrix
T 0 0
0o T 0
D :=D(T):= : . : —(aij)o<ij<n € Mat gi7 (n,n)
0 0 ... T

Es gilt D « D = det(D) - E, mit E, ist die n x n-Einheitsmatrix. Daher folgt fiir alle 7, dass
D(¢)(z;) = 0ist. dh. D(p) - (x1,...,2,)" mit D(¢) € Mat g(g)(n, n) ist der Nullvektor. Daher
folgt

det(D)(¢) = ¢" + an_16" L+ ...+ ap =0

Definition 16.2 (Gangz iiber einem Ideal)

Sei R/S eine Ringerweiterung und a < R ein Ideal, dann heifit © € S ganz iiber a,

falls es Elemente a; € a mit der Eigenschaft x™ + a,,_12" ' 4 ... 4+ ag = 0 gibt und die Menge
a:= {x € S|z ganz iiber a} heifit der ganze Abschluss von a in S.

Bemerkung 16.3 Seien R C S Ringe und C := Rg der ganze Abschluss von R in S. Weiter seien
a < R ein Ideal und o' = aC das von a erzeugte Ideal in C. Dann ist Val der ganze Abschluss von a
in C und Insbesondere ein Ideal.

Beweis. Wir miissen zwei Inklusionen zeigen. Sei zunéchst € S ganz iiber a, dann gibt es Elemente
a; € aderart, dass die Gleichung " + an_12" "1 4+ ... 4+ ag = 0 erfiillt ist. Dann ist aber z € C und
somit 2" € a'. Es folgt sofort: z € V!

Sei nun 2 € V!, dann gibt es eine natiirliche Zahl n, so dass 2" € a' ist. Wir konnen also Elemente
a; € aund Elemente x; € C finden, so dass wir 2" darstellen konnen als

m
" = Z a;T;
i=1
Da C der ganze Abschluss von R in S ist sind alle z; ganz iiber R und daher ist R[z1, ..., zp] =1 M
ein endlich erzeugter R-Modul. Es folgt 2™ M C alM . Betrachte nun
o:M — M
y — 2y

Mit Bemerkung 16.1 gilt nun, dass 2™ ganz tiber a ist und somit ist auch = ganz iiber a. O
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Bemerkung 16.4 Seien R C S Integritdtsringe und R normal. Weiter seien a <\ R ein Ideal und
K := Quot(R) der Quotientenkirper von R. Ist x € S ganz iiber a, dann gelten:

(a) x ist algebraisch tiber K.

(b) Das Minimalpolynom f, = X™ + a1 X" ' + ...+ a, € K[X] von z erfiillt a; € \/a fiir alle i.

Beweis. Teil (a) ist trivial. Zu (b) zerlege das Minimalpolynom

n

£o() = T](X — )

i=1

Es gilt {z = z1,...,2,} = {o(x)|oc € Aut(K)} damit sind alle z; ganz iiber a, denn sie haben
das selbe Minimalpolynom. Nach Bemerkung 16.3 gilt nun fiir alle 4, dass x; € +/a sind. Da die a;
elementarsymmetrische Funktionen in z1, . .., x,, sind folgt nun aq, ..., a, € v/a. O

Satz 16.5 (Going down)

Seien R C S Integrititsringe, R normal, S/R eine ganze Ringerweiterung und bezeichne K =
Quot(R) den Quotientenkorper von R. Weiter seien eine Primidealkette v, C - - - C vy in R und eine
Primidealkette P, C --- C Py in S mitm < nund RN P; =Y, fiir alle i = 1...m gegeben. Dann
gibt es eine Fortsetzung P, C -+ C Pp_1 © Py, von Primidealen in S mit RN P; = v; fiir alle
1 =1..n.

In Worten: Jede absteigende Primidealkette in S iiber eine Primidealkette in R kann verldingert wer-
den.

Beweis. Wir reduzieren auf den Fall0 € )5 C yyund P N R =1

Behauptung 1 Es gilt: RN y2Sp, = H2

Beweis. Sei zunichst % € n2Sp, alsot € S\P; und y € 125, dann ist y mit Bemerkung 16.3
ganz iiber 9o, denn /oS ist der ganze Abschluss vonm b5 in S. Das Minimalpolynom von y ist mit
Bemerkung 16.4

f) =y +ay '+ +a, =0  mita; €y

Seinun ¥ := x € p25p, N R, dann teile die obige Gleichung durch z" und erhalte

a Qa
() T =0

Definiere v; := %, dann ist z'v; = a; € no. Da t in S ist, ist ¢ ganz tiber R und somit gilt fiir alle i:
v; € R, denn (x) ist das Mimimalpolynom von ¢. Sei nun angenommen, dass = ¢ y2 dann miissten,
wegen der Primidealeigenschaft von 1y, alle v; in o liegen. Damit wire wegen () aber auch t € 1o
und dies ist ein Widerspruch, da h2 C ; C Py und t € S\ P;. Also muss x € yy gelten. A

Behauptung 2 Es gibt ein Primideal P, C P; von S mit P, N R = 13
Beweis. Definiere 7' := R\p9 dann gilt
925p, NT = (9255, NR)NT "B g nT =

Alsoist T~ 1pySp, = 9o T~1Sp, <« T~1Sp, ein nicht-triviales Ideal. Sei nun m <1 T~1Sp, ein Maxi-
malideal, dass T_llng p, enthilt und definiere

P2 =mn§S
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Das Ideal P, ist in P; enthalten, da m N Sp, ein Ideal in Sp, ist. Da m ein echtes Ideal ist, muss
m NT = @ gelten, also folgt

mNT=mNS)NT =P,N(R\n2) =2
Damit haben wir die Inklusion P> N R C g gezeigt. Fiir die andere Inklusion betrachte
o C U2T715p1 NRCmNR=P,NR

a

Folgerung 16.6 Seien R C S Integritiitsringe, R normal und S/ R eine ganze Ringerweiterung. Wei-
ter sei P <1 S ein Primideal, dann gilt

h(P) =h(PNR)
Beweis. Die Relation h(P) < h(P N R) folgt sofort aus Bemerkung 7.7. Nach Satz 16.5 ,,going

down‘ kann jede mit P N R endende Kette in R zu einer in P endenden Kette von S hochgehoben
werden. Damit folgt h(P) > h(P N R). O

Definition 16.7 (affine Algebra)
Sei K ein Korper. Eine endlich erzeugte K-Algebra heifit auch affine K-Algebra.

Satz 16.8 Seien K ein Korper und R eine affine K-Algebra, die ein Integritditsbereich ist. Nach

Noether Normalisierung gibt es algebraisch unabhiingige Elemente y1, . ..,yq € R, sodass R/ K|y, . . .

eine ganze Ringerweiterung ist. Es gelten
(a) dim(R) =d
(b) Jede maximale Primidealkette in R hat die Linge d

Beweis. In Folgerung 7.13 (a) haben wir gezeigt, dass dim(R) = dim(K[y,...,yq]) gilt, daher
geniigt es zu zeigen, dass die Dimension des Polynomrings in d Variablen d ist. Wir wissen bereits,
dass dim(K[X7y,...,X4]) = m > dist. Sei also

(1) 0CPCPG - CPy

eine Primidealkette in K [X1,...,Xy] und f € P; ein nichtkonstantes Polynom. Finde hierzu mit
Satz 16.5 ,,going down* und Nagatas Lemma 14.1 eine Primidealkette

(2) 0Cm=(f)SmC S

in K[f,y2,...,yq] € K[X1,...Xg] mity; := P,NK|[f,ys,...yq] Betrachte diese Kette modulo ( f)
und erhalte

Nach Bemerkung 7.7 bleiben die Inklusionen erhalten und nach Folgerung 7.13 (a) gilt:

m = dim (K[X1, ..., X4)) = dim (K[f, 91, .- ., a])
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Daher muss die Kette der 1; maximal sein. Fiir ¢ = 2, ..., m sind die Ui/( ) paarweise verschiedene
Primideale, daher gilt nach dem Isomorphiesatz fiir alle 7

K[fvy%""yd]/(f)/n/ gK[fayQa""yd]/l’)i

7 (f)

Den Teil (a) beweisen wir nun induktiv iiber d. Der Anfang fiir d = 0 ist trivial. Fiir den Schritt
von d — 1 auf d gilt nach Induktionsannahme, dass dim(K[y2,...,yq]) = d — 1 ist. Daher folgt
m —1 <d—1und m < d. Es muss also m = d gelten.

Zum Beweis von (b) sei die Kette (1) nicht zu verfeinern. Erhalte Kette (3) wie beschrieben. Liefe
sich nun in (3) ein Ideal g einschieben, so wiire mit der natiirlichen Projektion 7~1(g) ein neues Ideal
in (2). Damit folgt dann h(n,,) > m. Nach Folgerung 16.6 gilt aber h(F,,) = h(y,,). Die Existens
von q liefert also einen Widerspruch. O

Folgerung 16.9 Seien K ein Korper und R eine affine K-Algebra. Weiter seien R ein Integritdtsbe-
reich und P O @ Primideale von R, dann gilt: Alle maximalen Primidealketten, die mit P beginnen
und mit () enden, haben die Liinge

mm%@—mm@@
Beweis. Sei die Primidealkette
P=PCPC..CP,=0Q
nicht zu verfeinern, dann ist diese Kette auch modulo P nicht zu verfeinern. Daher ist
O=vpc..clp=Cpcric..clpcliy
eine Kette maximaler Lénge somit ist

O cfge.. ety

eine maximale Primidealkette in R/Q, hat also die Liange dim R/Q. Fiigen wir nun diese Ergebnisse

zusammen erhalten wir m + dim R/Q = R/ P O

Folgerung 16.10 Seien K ein Korper und R eine affine K-Algebra. Weiter seien R ein Integritdtsbe-
reich und Q) <I R ein Primideal, dann gilt folgende Dimensionsformel fiir R:

dim R = h(Q) + dim R/Q
Beweis. Folgt sofort aus Folgerung 16.9 mit P = (0) und @ = Q. O

Definition 16.11 (Dimension von X)
Sei K ein Korper und A™(K) eine affine Varietdt. Fiir eine Teilmenge X C A™(K) heifst

dim X := dim K [X]

die Dimension von X.
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Folgerung 16.12 Sei K ein Kirper und A™(K) eine affine Varietdit, dann gelten

(1)dim (K[X1,...,X4]) = d, also dim A™(K) =n

(2) Sei f € K|[X,Y] ein irreduzibles, nicht konstantes Polynom und K algebraisch abgeschlossen,
dann gilt

dim (V;(K)) =1

Beweis. Teil (1) haben wir bereits in Satz 16.8 beiwesen fiir Teil (2) gilt (f) # (0) ist ein ein Primideal.
Nach Bemerkung 7.2 ist h (( f )) = 1, denn in faktoriellen Ringen haben ausser dem Nullideal alle
Hauptideale, die Primideale sind, die Hohe 1. Nach Folgerung 16.10 gilt

2 = dim(K[X,Y]) = h (()) + dim (K[Xv Y]/(f)) = 1+ dim (V(K))

17 Dedekind-Ringe

Bemerkung 17.1 Sei R ein lokaler Noetherscher Integritiitsring der Dimension I mit Maximalideal
m. Ist I < R nicht das Nullideal, dann gibt es ein n € N derart, dass m™ C I ist.

Beweis. Betrachte die Menge
Y:={I<R|Vn:m"Z1}>(0)

Da R Noethersch ist enthilt 3 ein maximales Element /. Nehmen wir nun an I # (0) dann ist / kein
Primideal, da 0 # I # m gilt, also gibtes z,y € R, sodass xy € [ aber z ¢ I und y ¢ I ist. Dann ist
aber weder (I, z) noch (I,y) in I enthalten und somit gibt es nj,ny € N derart, dass m™* C (I, x)
und m"2 C (I,y) gelten. Damit gilt aber

m™ T C(La)(Iy) €1
Dies ist ein Widerspruch, daher muss das maximale Element von ¥ das Nullideal sein. O

Bemeg’kung 17.2 Sei R ein lokaler Noetherscher Ring mit Maximalideal m, dann gelten:
(a) ™ / n+1 ISt ein R/m-Vektorraum mit der natiirlichen Operation.

(b) dimp . ( | 2) ist die minimale Anzahl von Erzeugern fiir das Ideal m

(c) Ist d1mR/ (m/ 2) = 1, dann gibt es keine Ideale a mit m™ C a C m™~!

Beweis. Teil (a) ist klar. Fiir (b) seien eq, . .., e, Erzeuger von m. Dann sind e; + m?, ... e, + m? die
R/m—Erzeuger von m/ 2 daher muss dimp / (m/ 2) < r gelten. Nach Nakayamas Lemma kann

m als R-Modul, also als Ideal, von d = dimp, . <m/ 2) Elementen erzeugt werden.
—1
Zu Teil (c): Es gilt 9/,n ist Untervektorraum von m" /mn aber dimp ¥ <mn /mn> =1 O
m
Definition 17.3 (Reguldrer Ring)

Ein Noetherscher lokaler Ring mit Maximalideal m heif3t reguldr, falls beziiglich der Krull-Dimension
von R gilt:

dlmR/ (/ 2) = dim(R)
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Bemerkung 17.4 Ein reguliirer Ring der Dimension 1 ist automatisch ein Integritdiitsbereich und alle
echten Ideale, die nicht das Nullideal sind, sind von der Form (x™) mit () = m fiir ein v € R.

Beweis. m = (x) ist ein Hauptideal. Nach Definition 17.3 und Bemerkung 17.2 gilt mM = M mit
M = ﬂ m'"
neN

Mit Nakayamas Lemma ist M = 0. Da jede Nicht-Einheit in einem Maximalideal, also m, liegt, ist
R=mUR*

eine disjunkte Vereinigung. Sei 0 # r € R dann gibt es ein n € N und ein u € R* derart, dass r als
r = x™ - u dargestellt werden kann, denn sei n das Maximum?, so dass 7 = 2" - v mitv € R, gilt,
dann ist » € R* sonst wire r € (), was ein Widerspruch zur Maximalitiit von n wire.

Also ist jedes Ideal von R, das nicht das Nullideal ist, von der Form (z™). Diese sind keine Primideale
fiir n > 1, also ist (0) das minimale Primideal. O

Anmerkung Bemerkung 17.4 gilt fiir regulidre Ringe beliebiger Dimension

Satz 17.5 Sei R ein lokaler Noetherscher Ring der Dimension 1 mit Maximalideal w, dann sind
dquivalent:

(1) R ist normal (d.h. ganz abgeschlossener Integritditsring)

(2) R ist reguldir

(3) R ist ein Hauptidealring

Beweis. Den Schluss von (2) nach (3) haben wir in Bemerkung 17.4 gezeigt. Der Schluss von (3) auf
(1) ist trivial, denn Hauptidealrinnge sind faktoriell und faktorielle Ringe sind normal. Fiir (1) nach
(2) zeige: m ist ein Hauptideal.

Sei 0 # a € m dann gibt es nach Bemerkung 17.1 ein n € N derart, dass m" C (a) und m"~* ¢ (a)
gelten. Sei nun b ein Element aus m"~!, das nicht in () liegt, dann definiere z := ¢ € K = Quot(R).
Es gelten:

« 27! ¢ R, denn sonst wire 2 = 7 € R, also b = ra € (a), was einen Wiederspruch lieferte.
* Da R normal ist, kann z~! nicht ganz iiber R sein.

e Esgiltz™'m ¢ m, denn sonst wire, wegen 2~ 'm C m, die Abbildung

=1
d:m———m

ein Homomorphismus von R-Moduln. Da R Noethersch ist, ist m endlich erzeugt, daher gibe
es dann a; € R, so dass nach Bemerkung 16.1

(x_T + Ar_1 - J;_(T_l) + P + ao)m e 0
gelte. Da R ein Integrititsring ist folgte die Ganzheit von 2! iiber R. Dies ist ein Widerspruch.

ez 'm=2mC R dennb-mCm"C (a)

’Dieses Maximum existiert sonst wiire 7 € [|m"
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Insgesamt folgt also x~'m = R und damit gilt m = Rz = (z) O

Folgerung 17.6 Sei R ein Noetherscher Integritdtsring der Dimension I, dann sind dquivalent:
(1) R ist ein Dedekind-Ring

(2) R ist normal

(3) Fiir alle Maximalideale m <! R ist R, normal

(4) Fiir alle Maximalideale m <1 R ist R, reguldir

(5) Fiir alle Maximalideale m < R ist Ry, ein Hauptidealring

Beweis. Die Aquivalenz zwischen (1) und (2) ist die Definition 17.3, die Aquivalent zwischen (2) und
(3) haben wir in Satz 14.5 gezeigt und der Rest folgt unmittelbar aus Satz 17.5. O

Bemerkung 17.7 (Anschauung zur Lokalisierung)
Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und f € K[X,Y] ein irreduzibles, nicht konstantes

Polynom. Bezeichne C := V;(K) und K[C] = KX, Y}/( £) den zugehorigen Koordinatenring sowie
K (C) := Quot(K|[C]) den Funktionenkorper. Sei weiter m = (X — a,Y — b) ein Maximalideal von
K[C] mit f((a,b)) =0, also (a,b) € C, dann ist
g
K@M:{Eemehmumfo}
Beweis. Es gilt

m = Ker <¢;K[C] MK>

{he K[C]|h(a,b) =0}

I

a

In Worten Die Lokalisierung des Koordinatenrings am Maximalideal zum Punkt (a, b) der Kurve ist
die Menge aller Funktionen im Funktionskorper des Koordinatenrings, die im Punkte (a, b) definiert
sind, d.h. es sind genau diejenigen Funktionen, die in einer Umgebung von (a, b) definiert sind.

Bemerkung 17.8 Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und f € K[X,Y] ein irreduzibles,
nicht konstantes Polynom. Bezeichne C := Vy(K) und K[C] = KX, Y]/( £) den zugehorigen Koor-
dinatenring sowie K (C') := Quot(K|[C|) den Funktionenkérper. Sei weiter m = (X — a,Y — b) ein
Maximalideal von K[C| mit f((a,b)) =0, also (a,b) € C, dann sind dquivalent

(1) Der Punkt (a,b) € C' ist nicht singuldir

(2) K[C|w ist ein reguldrer, lokaler Ring

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann (a,b) = (0,0) vorausgesetzt werden, sonst
fiihre Variablentrasformation durch. Damit ist m := (X, Y) 4 (f) < K[C]y. Wir wissen

f(X,Y) =aX + BY + hohere Terme

Zu (1) = (2): Der Punkt (a,b) = (0, 0) ist nach Voraussetzung nicht singulir, daher gilt o # 0 oder
£ # 0. Ohne Einschrinkung sei o # 0, dann gilt

1
X = —(f(X,Y)—BY—héhereTerme)
«

= —Jv(m)
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Also ist dim K[C), <m/m2> = 1 und somit folgt die Regularitiit von K[C]y, denn K[C], hat, weil
m

K[C] Dimension 1 hat und die Hohe von m ebenfalls 1 ist, die Dimension 1.
Zu (2) = (1): Sei (a, b) ein singuldrer Punkt, dann gilt « = 3 = 0. Es folgt

dim (M2) =2
K[Clw,, K[C|mR m
denn m wird von X und Y erzeugt. Dann ist & [C]y, aber nicht regulir. O

Folgerung 17.9 Seien K ein algebraisch abgeschlossener Korper, f € K[X,Y| in irreduzibles, nicht
konstantes Polynom und bezeichne C = Vy(K), dann sind dquivalent:

(1) K[C)] ist ein Dedekind-Ring

(2) C ist nicht-singuldir

Beweis. Nach Folgerung 16.12 ist K [C] ein Ring der Dimension 1 und Noethersch. Die Aussage folgt
nun aus Folgerung 17.6 und Bemerkung 17.8. O
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