Algebraische Zahlentheorie

gehalten von Prof. Dr. V. Paskunas
an der Universitdt Duisburg-Essen im Sommersemester 2012

Stand: 18. Juli 2012

Aufgeschrieben von Johannes Holken (johannes.hoelken @stud.uni-due.de)
Bei diesem Dokument handelt es sich um eine Mitschrift, daher kann Fehlerfreiheit nicht garantiert werden.
Insbesondere ist dieses Dokument kein offizielles Lehrmaterial der Fakultit fiir Mathematik der Universitit
Duisburg-Essen.



Inhaltsverzeichnis

{I' Algebraische Grundlagen|
10 Moduln tiber Hauptidealringen| . . . . . . .. .. ... ... ... ..........
I GauP’sche Zahlenl . . . . . . . ... ... oo
12 Ganze algebraische Zahlen| . . . . . . . .. ... ... . o o L.
13 Korpertheorie (Wdh.)| . . . . . . . . . . .
[(III' Zahlkorper und Ganzheitsringe|
|4 Spurund Norm| . . . . . . .. L e e
15 Dedekindringe|. . . . . . . . . ..
|6 Die Idealklassengruppe und die Klassenzahl| . . . . ... ... ... ... ... ...
[/ Minkowski Theoriel . . . . . . . . . . o . e
8 Der Dinichletsche Fanheitssatz| . . . . . . . . ... ..o o o Lo
IV P bl [ Primideald
9 Lokalisierung und lokale Ringel. . . . . . .. ... ... ... ... .. ...
{10 Verhalten von Primidealen in Korpererweiterungen| . . . . . . . .. ... ... ...
{11 Das quadratische Reziprozititsgesetz). . . . . . . . . .. .. ... ... ... ....
{12 Verhalten von Primidealen in Galoiserweiterungen| . . . . . . ... ... .. .. ..
13 Verzweigtheit von Primidealen| . . . . . . . . ... ... oo oo

|V Analytische Methoden|

22
30
35

37
37
53
65
69
85

97
97
109
116
125
131

138
138

151
151
151
151

152



Kapitel 1

Einleitung

Ganze Zahlen

Wie der Name der Vorlesung schon sagt, werden wir uns in dieser Vorlesung mit Zahlen befassen.
Wenn wir an Zahlen denken, meinen wir oft die ganzen Zahlen Z = {..., -2, —1,0, 1,2, ...}
als Teilmenge der rationalen oder reellen Zahlen. Wir wollen in dieser Vorlesung untersuchen, was
,»Ganzzahligkeit” in beliebigen Korpern hei3t und ob wir die spezifischen Eigenschaften der ganzen
Zahlen auch in anderen Korpern wiederfinden. Dazu betrachten wir fiir einen beliebigen Korper K
die Menge

Ok := {a € K| Es gibt ein normiertes Polynom P € Z[X] mit P(a) =0 }

Die ganzen Zahlen Z sind jedoch nicht nur eine Teilmenge von @, sondern bilden sogar einen Unter-
ring von QQ und tatsichlich konnen wir auch fiir die Verallgemeinerung zeigen, dass gilt:

Satz .1 Sei K ein Korper, dann ist Ok ein Unterring von K. Das heifst aus o, 5 € O folgt stets,
dass sowohl o + 8 € Ok als auch o - f € O gelten.

Daher nennen wir O auch den Ganzheitsring von K. Das dieser Ring O wirklich eine Verallge-
meinerung der ganzen Zahlen ist, wollen wir schon hier betrachten:

Lemma .2 Der Ganzheitsring der rationalen Zahlen ist genau der Ring der ganzen Zahlen.
In Formeln Oqg = Z.

Beweis. Sei o € Q, dann ist & von der Form o = § mit d # 0 und ggT(d, c) = 1. Das sie ganzen
Zahlen Z eine Teilmenge von O ist, ist sofort klar, daher wollen wir nun die andere Inklusion zeigen.
Seidazu o = § € O, dann gibt es ein normiertes Polynom P = X" +an 1 X" 4. +ag € Z[X]
mit ganzzahligen Koeffizienten a; und der Eigenschaft, dass P(«) = 0 ist. Es gilt

Pla)=0 < A+ doan 1+ a9+ . +dVag=0
Also wird ¢” von d geteilt. Da c und d aber Teilerfremd sind, folgt sofort, dass d = %1 gilt. Damit ist

« aber eine ganze Zahl. O

Wir haben nun also gesehen, dass der Ganzheitsring fiir Q wie gewiinscht mit 7Z iibereinstimmt. Nun
wollen wir noch zeigen, dass der von uns definierte Ganzheitsring tatsdchlich eine Verallgemeinerung
der ganzen Zahlen ist, sich also auch auf andere Korper anwenden ldsst. Dazu betrachten wir:



Lemma .3 Sei K := Q(i) C C miti* = —1. Dann gilt Ox = Og;y = Zl[i].

Beweis. Betrachte die natiirliche Inklusion

t:Q[X] — C
X = 1
qa — q

Dann ist ¢ ein Homomorphismus und es gilt
Bild(:) = Q(i) = Q[X]/(Xz )

Mit dem euklidischen Algorithmus ldsst sich leicht nachrechnen, dass die Menge { ¢(1), «(X) } eine
Basis von Q(7) als Q-Vektorraum bildet. Dann ist aber bereits jedes o« € Q(7) eindeutig durch die
Gleichung o = a + ib mit a, b € QQ bestimmt. Betrachte nun die komplexe Konjugation

k: C — C
r+iy — T—1y

Der Korper Q(7) ist invariant unter der komplexen Konjugation, das heifit falls « € Q(7), dann ist
auch k(o) =@ € Q(7).

Sei nun o € Og, dann gibt es ein normiertes Polynom P = X" +a,_1 X" ! +... + ap € Z[X] mit
ganzzahligen Koeffizienten a; und der Eigenschaft, dass P(a) = 0 ist. Aus der komplexen Analysis
wissen wir, dass dann auch x(a) = @ eine Nullstelle von P ist. Also gilt « € Og;) < @ € Og;)-
Mit Satzfolgt dann, dass auch & — @, « + @ und « - @ ganzzahlig in Q(7) sind. Insbesondere das
Produkt ist interessant: Da wir die rationalen Zahlen durch die Menge Q = { B € Qi) ‘ 6 = B}
beschreiben konnen, gilt o - @ € Og;)) NQ = Og = Z, denn o - @ = « - @. Sei nun a = a + b mit
a,b € Q die eindeutige Darstellung beziiglich der oben gewihlten Basis, dann folgt aus der soeben
gezeigten Eigenschaft des Produktes und der ersten binomischen Formel, dass 2a, 2b, a®> + b? € Z

gelten. Es gibt also ganze Zahlen a; und by mita = % und b = %1 sowie der Eigenschaft

a?+b> = 0 mod4 @))

Die Zahlen a; und b; kdnnen modulo 4 nur kongruent zu 0, 1, 2 oder 3 sein, daher kénnen deren
Quadrate modulo 4 nur Kongruent zu 0, 1, 0 oder 1 sein. Mit Formel (0.1) miissen a; und b; also
gerade, das heilit durch zwei teilbar, sein. Damit sind aber bereits a, b € Z. Es folgt

Oquy C Zli] == {a+ibla,beZ } C Q(i)

Die andere Inklusion ist auch in diesem Fall leicht. O

Eindeutige Zerlegung in Primfaktoren

Eine wichtige Eigenschaft der ganzen Zahlen ist die (bis auf Reihenfolge) eindeutige Primfaktorzer-
legung. Das heift fiir jede ganze Zahl z € Z \{0} gibt es endlich viele Primzahlen p;, so dass gilt

z = (£1)p1 ... pr

Diese Eigenschaft ldsst sich im Allgemeinen nicht auf Ganzheitsringe iibertragen.



Beispiel 1 (Ganzheitsringe sind nicht immer faktoriell)
Sei K = Q(v/—6), dann ist O g = Z[\/—6]. Wir konnen die Zahl 6 in Z[\/—6| darstellen durch

~(vV/-6)* =6 = 2-3
aber sowohl 2 und 3 als auch \/—6 sind unzerlegbar (also prim) in Z[\/—6).

Eine gute Annédherung an die Eigenschaft der ganzen Zahlen finden wir in der Kummer-Theorie:

Satz .4 (Kummer)
Sei K ein Korper und Ok sein Ganzheitsring, dann gilt: Jedes Ideal a << Ok mit # 0 ldsst sich (bis
auf Reihenfolge) eindeutig faktorisieren als

a = Qr-... @ mit p € Spec(Ok)

Es wird also nun, anstatt eine Zahl in ihre Primbestandteile zu zerlegen, ein Ideal in seine Primideal-
Bestandteile zerlegt.

Beispiel 2 (Faktorisierungen in Ganzheitsringen)
e Sei K = Q und Oy, = 7. Wir wissen, dass 7. ein Hauptidealring ist. Fiirn € Z~1 gilt
(n) € SpecZ < Z/(n) ist Integritétsring < n ist Primzahl
Damit erhalten wir in diesem Fall die gewiinschte Ubereinstimmung der beiden Faktorisierun-

gen, denn n hat genau dann die Primfaktorzerlegung n = (£1)-p1-. . .-p,, wenn das Hauptideal
(n) die Faktorisierung (n) = (p1) - ... - (py) besitzt.

» Sei K = Q(v/—6) und O = Z[\/—6]. Betrachte zundichst den Isomorphismus

Z[X]/(X2+6) PEAN Z[\/TG]
X = V-6

z =z
Die Ideale ¢ = (2,/—6) und @2 := (3,/—6) sind Primideale von O, denn

X ix,9) =

@) ~ Z|X
Koy = 2 ]/(X,Q,X2+6)
By = WX s xr g = MU x g = B
Betrachten wir nun die moglichen Produkte der Ideale

o1 = (2%,2-V-6,(vV-6)*) = (4,2-V—=6,-6) = (2
G = (%3 VT8.(VT0?) = (9,3-V76,-6) = (3)
p1-p2 = (2:3,2-V=6,3-V—6,(vV—6)) = (V-6)

dann sehen wir sofort, dass die Zerlegung

eindeutig ist.



Klassengruppen

Nach der Untersuchung der Ganzheitsringe und Ihrer Eigenschaften wird das Studiom der Klassen-
gruppen ein weiterer Schwerpunkt in dieser Vorlesung sein. Die historische Motivation dieser Theorie
der Klassengruppen ist, wie so oft in der Zahlentheorie, der Versuch die Fermatsche Vermutung (auch
Fermats groBer Satz / groBBer Fermat) zu beweisen.

Um die Klassengruppen eines Ganzheitsrings zu definieren bendtigen wir zunichst etwas Theorie.
Sei K ein Korper und Ok sein Ganzheitsring, dann bezeichnen wir einen endlich erzeugten O -
Untermodul von K, der nicht der Nullmodul ist, als gebrochenes Ideal von K.

Bemerkung .5 Sei K ein Korper, dann bilden die gebrochenen Ideale von K eine Gruppe mit

* der Multiplikation

a-b = {ialbl
i=1

fiir gebrochene Ideale a und b

aiEa/\biEb}

e dem neutralen Element O g und
o den Inversen a—! := {a € K|a-a C Ok }

Weiter ist die Menge der Hauptideale {a € Ok ‘ a e K* } eine Untergruppe der Gruppe der
gebrochenen Ildeale.

Wir definieren nun die Klassengruppe als die Faktorgruppe

Gebrochene Ideale

Cly =

Hauptideale

Ein wichtiges Ergebnis dieses Abschnittes wird der folgende

Satz .6 Sei K ein Korper. Die Klassenzahl hy := | Clk | ist endlich.

Wir wollen zum Abschluss dieser Einleitung auch aus diesem Abschnitt ein schones Ergebnis vorzie-
hen:

Lemma .7 Sei K ein Korper. Ist die Klassenzahl hye gleich 1, so ist Ok ein Hauptidealring.

Die Menge der ganzen Ideale { a0k ‘ a#0 } ist in der Gruppe der gebrochenen Ideale enthalten.
Fiir jedes gebrochene Ideal a von K gibt es ein o € K*, so dass « - a ein ganzes Ideal ist, denn sei a
ein gebrochenes Ideal, dann ist a von der Form

a = Ogx1+...+ 0k x, mit z; € K*

und es gibt ein & € K™ so dass fiir alle ¢ = 1,...,r das Produkt o - x; € Of ist. Mit dieser
Beobachtung ist es Sinnvoll die folgende Aquivalenzrelation einzufiihren:

a~b & Ja,fe K" mitf-a=a-b

Durch diese Aquivalenzrelation konnen wir die Klassengruppe auch schreiben als

Cl = Ganze Ideale/N



Damit folgt leicht

hg =1 & Clg = {(1)} = (VQQOK any (1))
< Op ist ein Hauptidealring



Kapitel 11

Algebraische Grundlagen

In diesem Abschnitt werden wir die algebraischen Grundlagen dieser Vorlesung bereitstellen. Erstes
wichtiges Zwischenziel ist der Strucktursatz iiber endlich erzeugte Torsionsmoduln iiber Hauptideal-
ringen. Dazu der erste Abschnitt

0 Moduln iiber Hauptidealringen
In diesem Abschnitt bezeichne R immer einen kommutativen Ring mit Einselement.

Definition 0.1 (Modul)
Ein R-Modul M ist eine abelsche Gruppe zusammen mit einer Abbildung

-t RxM — M
welche die Eigenschaften
i) Fiirallex € M gilt: 1l -z =
ii) Fiiralle x,y € Mundallea € Rgilt: - (x +y) = a-x+a-y
iii) Fiir alle x € M und alle o, B € R gilt: - (B-y) = (af) - @
iv) Fiiralle x € M und alle o, B € Rgilt: (o +8) -2 = a-x+ -z

erfiillt. Wo ohne Misverstdndnisse moglich lassen wir den Punkt der Skalarmultiplikation (-) ebenso
wie den Punkt der Ringmultiplikation weg.

Beispiel 3 (Bekannte Ringe und ihre Moduln)
e Sei R = K ein Korper, dann sind die K-Moduln genau die K-Vektorrdume.

e Jede abelsche Gruppe A ist ein Z-Modul, denn Sei n € Z, dann erfiillt die Abbildung

n

> a fallsn > 0

i=1

n-a = 0 fallsn =0
n|
> —a fallsn < 0
i=1

Die Bedingungen (i) - (iv) aus der Definition.



* Die Ideale eines Rings R sind genau die R-Untermoduln von R

Definition 0.2 (Modul-Homomorphismen)

Seien M, N zwei R-Moduln. Ein Homomorphismus f : M — N von R-Moduln ist ein R-linearer
Homomorphismus der abelschen Gruppen M, N, das heifit fiir alle o € R und alle m € m gilt
zusdtzlich zu den Gruppen-Homomorphieeigenschaften

flam) = o f(m)
Die Menge der R-Modul-Homomorphismen von M nach N bezeichnen wir mit Hompg (M, N).

Anmerkung Die Menge Hompr (M, N) bildet eine abelsche Gruppe und kann mit der Abbildung
(ro)(x) = r-o(x) fiir alle ¢ € Hom(M, N), aller € Rund alle x € M
selbst wieder als R-Modul aufgefasst werden.

Definition und Bemerkung 0.3 (Direkte Summe zweier Moduln)
Seien M, N zwei R-Moduln, dann nennen wir

M®&N = {(mn)lmeMAneN}

die direkte Summe der Moduln M und N. Die direkte Summe zweier R-Moduln wird selber zu einem
R-Modul via
a-(m,n) = (am,an)

fiir alle o € R, alle m € M und allen € N.

Beweis. Nachrechnen der Punkte (i) bis (iv) aus Definition |0. 1 O

Bemerkung 0.4 Seien M, N zwei R-Moduln mit N C M, dann ist auch der Quotient M/ N ein
R-Modul.

Beweis. Rechne nach, dass die Abbildung
a-m:a-(m+N) = am+ N
die Eigenschaften einer Skalarmultiplikation erfiillt. O

Definition 0.5 (Endlich erzeugte / freie Moduln)
Ein R-Modul M heifst endlich erzeugt, falls es eine Teilmenge {x1,...,x,} C M gibt, so dass

M = Rxi+ ... + Rz,

gilt. Das heifst, dass es fiir alle m € M Ringelemente a1, . .., o, € R so gibt, dass m = ) «; ; ist.
In diesem Fall nennen wir die Menge {x1,...,x,} C M ein Erzeugendensystem von M.

Weiter heifit M frei oder freier Modul, falls es ein Erzeugendensystem {x1,...,xn,} C M so gibt,
dass fiir alle m € M eindeutige(!) Ringelemente oy, . . ., o, existieren mit m = o x;.

In diesem Fall nennen wir das Erzeugendensystem auch eine Basis von M.

Anmerkung Im Unterschied zu Vektorrdumen haben Moduln im Allgemeinen keine Basis. So sind
zum Beispiel endliche abelsche Gruppen als Z-Module nicht frei.



Bemerkung 0.6 (Eigenschaften)
Sei M ein endlich erzeugter R-Modul. Wiihle eine Teilmenge E := {x1,...,x,} € M und betrachte
die Abbildung

p:R":=R® ... R — M

(a1y...,qn) — 11+ ...+ ape,
Es gelten
* Die Menge E ist genau dann ein Erzeugendensystem von M, wenn @ surjektiv ist.
* Die Menge E ist genau dann eine Basis von M, wenn ¢ ein Isomorphismus ist.

Beweis. Klar. O

Definition 0.7 (Torsionselement, Torsionsmodul)

Sei M ein R-Modul, dann heifit ein Element x € M ein Torsionselement, falls es ein « € R\{0} so
gibt, dass ax = 0 gilt. Die Menge aller Torsionselemente von M bezeichnen wir mit M.

Gilt fiir einen R-Modul Mo, = {0}, so nennen wir M torsionsfrei.

Ubungsaufgabe 1 Sei R ein Integrititsbereich und M ein R-Modul. Beweisen Sie
¢ Mo, ist ein Untermodul von M.

. /MTor ist Torsionsfrei



Einschub: Das Tensorprodukt

Auch in diesem Einschub bezeichne R immer einen kommutativer Ring mit Eins.

Notation 0.8 Seien A, B und C drei R-Moduln. Wir bezeichnen die Menge der bilinearen Abbildun-
genvon A x B nach C iiber R mit

Bilg(A x B,C) := {f:Ax B — C| fist R-linear in beiden Komponenten }

Bemerkung 0.9 Seien A, B und C drei R-Moduln. Fiir jede bilineare Abbildung f € Bilr(Ax B, C)
und alle a € A sowie alle b € B gelten

f(a,0) = f(0,0) = 0

Beweis. Seien f € Bilg(A x B,C) und a € A. Wegen der Linearitit von f in der zweiten Kompo-
nente gilt

f(a70) +f(a70) = f(a70+0) = f(a70)
Damit muss f(a,0) = 0 gelten. Die Behauptung fiir f(0, b) folgt analog. O

Definition 0.10 (Tensorprodukt)

Seien A, B zwei R-Moduln. Ein Tensorprodukt von A und B iiber R ist ein R-Modul C zusammen mit
einer bilinearen Abbildung 5 € Bilr(A x B, C) derart, dass das Paar (3, C) die folgende universelle
Abbildungseigenschaft (UAE) erfiillt:

Fiir alle Paare (§',C") von R-Moduln C' mit bilinearen Abbildungen ' € Bilg(A x B, (") gibt es
einen eindeutig bestimmten(!) R-Modulhomomorphismus ¢ € Hompg(C,C") mit o o = 3.
Das heif3t, das folgende Diagramm kommutiert:

AxB ’ C
|
|

X\‘V
C

Anmerkung Seien A, B und C’ irgendwelche R-Moduln und das Paar (3, C) erfiille die obige Defi-
nition eines Tensorprodukts von A und B, dann ist

Hompg(C,C")
¢

— Bilg(A x B,C")
= ¢of
ein Isomorphismus.
Bemerkung 0.11 Sei [ eine beliebige Menge. Wir setzen
Z0 = {(2i)ier CZ | fastallea; =0}

Dann ist Z\D eine abelsche Gruppe beziiglich komponentenweiser Addition.

Beweis. Nachrechnen der Gruppeneigenschaften. O



Beispiel 4 In einigen Spezialfiillen kann die oben eingefiihrte Gruppe expliziter angegeben werden:

1. Sei I ={1,...,n} eine endliche Menge, dann ist

z0) = éz = z"
1=1

2. Sei I = Ndann ist

z0 =720 5 7[X]
(ao,al,...) — ZaiXi

iel

ein Isomorphismus von abelschen Gruppen (denn die Tupel (a;) haben nur endlich viele Ein-
trige ungleich Null).

Das obige Beispiel legt eine intuitivere Notation fiir Tupel aus 7 nahe:

Notation 0.12 Sei I eine beliebige Menge, dann fiihren wir fiir ein Element (x;);c; € Z0 die fol-
gende Schreibweise ein:
(@ier == Y wli] = Y ai
el el
Lemma 0.13 Seien I eine Menge und A eine abelsche Gruppe, dann gilt

Abb(I, A) =: Hompsengen(I, A) <~ Homgruppen(Z\, A)

e = ¢ (Z l’i[ﬂ) = ZWPU)
icl iel
o(i) = D)) « D

Mit Hilfe dieser Konstruktion konnen wir nun die Existenz des Tensorproduktes Beweisen. Unte-
randerem dazu der folgende

Satz 0.14 Fiir alle R-Moduln A und B existiert ein Tensorprodukt und ist bis auf Isomorphie eindeu-
tig bestimmt.

Beweis. Unter der Annahme, dass es ein Tensorprodukt gibt beweisen wir zunichst die Eindeutigkeit.
Seien also (3, C) und (', C") zwei Tensorprodukte von A und B. Die universelle Abbildungseigen-
schaft von (8, C) liefert uns einen eindeutig bestimmten Homomorphismus ¢ € Hompg(C, C’) mit
B' = ¢o . Andererseits liefert uns die universelle Abbildungseigenschaft von (3’, C’) einen ebenfalls
eindeutig bestimmten Homomorphismus ¢’ € Hom(C’, C) mit 8 = ¢’ o 3'. Insgesamt erhalten wir
also die beiden Identititen

B = godof ud B = odof

Trivialerweise gelten auch 3’ = idc o 8 und 8 = ido o 3. Wegen der Eindeutigkeit der beiden
Abbildungen ¢ und ¢’ folgt nun bereits, dass ¢ und ¢’ zueinander invers sind.

10



Wir wollen nun die Existenz beweisen, dazu werden wir das Tensorprodukt konstruktiv angeben. Wir
konstruieren das Tensorprodukt zunichst als abelsche Gruppe durch

(AxB)
C = A®RB = Z /ER

Wobei R <1 Z(4*B) die Untergruppe sei, die erzeugt wird von den Elementen der Form
(a1 + a2,b) — (a1,b) — (az,b), (a,b1 +b1)— (a,b1) — (a,b2) und (Aa,b) — (a,\b)

wobei a, a1, as alle Elemente in A und b, b1, b alle Elemente in B und X alle Elemente in R durch-
laufen sollen. Als ndchstes wollen wir zu der Menge A ® g B die zugehdrige Abbildung konstruieren.
Betrachte dazu

B:AxB — A®grB
(a,b) — a®b
Dann ist S eine bilinearform, denn es gelten fiir a, a1, as, b, b1 b2, A aus den entsprechenden Bereichen:
Blar+az,b) = (a1+a2)®@b=a1®b+az®b = B(ar,b) + B(az,b)

Bla,by +b2) = a®@(by+b2) =a®@b+a®by = B(a,b1) + B(a, ba)
B(Aa,b) = Xa®b = a® b = [(a,\b)

Als nichsten Schritt wollen wir die abelsche Gruppe A ® zp B zu einem R-Modul machen. Wir beno-
tigen nur noch eine Skalarmultiplikation. Dazu setzen wir fiir A € R

)v(Zai@bi) = Z/\(a,-@)bi) mita; € Aund b; € B

Die Assoziativitdt und Distributivitét 14dsst sich dann leicht nachrechnen.
Behauptung Das Paar (5, A® g B) erfiillt die universelle Abbildungseigenschaft des Tensorprodukts.

Sei C’ ein R-Modul, dann induziert jede Bilinearform 8’ € Bilg(A x B, C”) einen Homomorphismus
von abelschen Gruppen ®4 € HomGruppen(ZAXB ,C") der durch

q)ﬁf (a, b) = ,BI(G, b)

bestimmt ist. Da 8’ bilinear iiber R ist, werden insbesondere alle Erzeuger von R unter 5’ auf die Null
abgebildet, also ist 8 C Ker(Pg ). Wir erhalten eine weitere induzierte Abbildung

Z(AXB) /
gbﬁ/ : /m = A@RB — C

(a@b) = Dy(a,b) = Ba.b)
Sei A € R, dann gilt
¢p(Ma®@b)) = B'(Aa,b) = Xf'(a,b) = Apg(a,b)

Auf gleiche Weise erbt ¢z auch die anderen linearititseigenschaften von ', also ist ¢p ein R-
Modulhomomorphismus von A ® g B nach C’. Wegen [3(a, b) = a ® b gilt weiter

(dg 0 B)(a,0) = ¢g(a®b) = B'(a,b)

11



also kommutiert das folgende Diagramm:

AxB b A®prB
bar
x \L B
Cl
Und damit ist der Satz gezeigt. O

Wir wollen im Folgenden einige Eigenschaften des Tensorprodukts angeben. Einige davon werden
wir beweisen, bei anderen werden wir den Beweis einsparen, da sie fiir die weitere Vorlesung nicht
von Relevanz sind. Es seien immer A, A;, B, B;, C, C’ verschiedene R-Moduln.

(i) Wir konnen mit dem Tensorprodukt auf gewisse Art ,,rechnen®, denn es gelten

. A®p B = BorA

2. (A®rB)@rC = A®p (BorC)

3. (A1 @A) ®r B =2 Ay ®pB® Ay ®p B
4. AQr R = A

Beweis. Die erste Aussage ist klar. der Isomorphismus, der uns die zweite Aussage gibt wird
durch (a ® b) ® ¢ = a ® (b ® c) induziert. Auch die vierte Aussage konnen wir durch die
Angabe der Abbildung a ® A — X - a nachweisen. Fiir Teil drei betrachte

Bilg ((Al@A2>XB,O) = Bilg (A1><B,O)®BHR (AQXB,C)

il i
Homp ((41 @ A2) x B,C) Homp (41 x B,C) ® Homp (A2 x B,C)

(ii) Sei a <R ein Ideal, dann ist die Abbildung

Aty = 4,
a®(A+a) — Xa+aA

ein Isomorphismus.

Beispiel 5 Mit dieser Regel gilt
Lisgonlsg = Z/?’Z/ Z = {0}
237

(iii) Sei R ein Integrititsring und K := Quot(R) sein Quotientenkdrper. Sei weiter M = My, ein
R-Torsionsmodul, dann gilt
MerK = {0}

Beweis. Der R-Modul M ®pr K wird als abelsche Gruppe von der Menge

E = {m@zimeMAze K}
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erzeugt. Sei nun m®@z € E mitm # 0p7 und  # O und sei weiter A € R\{0} ein Annulator|
von m. Betrachte die folgende Rechnung:

mer = mAIN ' = ImN 'z
= 0@Xx 1z = 0

a

(iv) Das Tensorprodukt ist funktoriell in beiden Komponenten, das heift fiir R-Moduln A, B und C'
mit einem ¢ € Homp(B, C') gibt es einen Homomorphismus von R-Moduln

0 AR B — A®pC
a®b — a® p(b)

In der anderen Komponente gilt die Aussage analog.

(v) Sei S eine R-Algebra und A ein R-Modul, dann wird A @ S ein S-Modul via
z(a®@A) = a® \x firallea € Aundalle \,z € S

Ist insbesondere R ein Integrititsring und bezeichne K := Quot(R) den Quotientenkorper
von R, dann ist fiir jeden R-Modul M das Tensorprodukt M ®pr K ein K-Modul (also ein
K-Vektorraum). Ist weiter M von der Menge {m1,...,m,} C M endlich erzeugt, dann ist
M ®p K als K-Modul von {m; ® 1, ..., m, ® 1} endlich erzeugt.

Beweis. Die abelsche Gruppe M ®p K ist erzeugt von der Menge
E = {mezmeMAze K}

Firallex € Kundallem € M giltm® z = x - (m ® 1) weiter gibt es \; € R so dass
m = Aimi + ...+ Apym,, ist. Es gilt

n
m®1::(Mmy+”AMmJ®1::§:&@u®D
i=1
und damit gibt es fiir alle y € M ®p K Elemente x; € K mit

n
y=> zi(mi®1)
i=1
O

(vi) Seien A, B und C' drei R-Moduln mit einem surjektiven Homomorphismus ¢ € Hom(B, C),
dann ist auch
¢ :A®rB3a®b — a®¢(b) € A®rC

surjektiv.

"Ein Element A € R\{0} heiBt Annulator eines Torsionselements m, falls Am = 0y gilt.
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Definition 0.15 (Rang endlich erzeugter Moduln)
Sei R ein Integrititsring und K := Quot(R) sein Quotientenkirper. Wir setzen den Rang eines
endlich erzeugten R-Moduls M als

rgp(M) = dimg(M ®pg K)

Anmerkung Der Rang eines endlich erzeugten Moduls M ist immer kleinergleich der Anzahl der
Elemente im minimalen Erzeugendensystem von M, das heif3t

rgr(M) < min {4{E | E ist ein Erzeugendensystem von M }

Ist M sogar ein freier Modul, dann ist rgp(M) = #B wobei B eine R-Basis von M sei. Denn sei
n = §B, dann ist M = R" und damit folgt

M®rK =2 R'"®rK = (RpK)" =2 K"

Definition 0.16 (exakte Sequenz / Komplex E]
Seien M, fiir i € N gegebene R-Moduln mit zugehirigen Homomorphismen p; € Homp(M;, M;11).
Eine Folge oder Sequenz der Form

Pi—1 i
—>MZ_1—>MZL’;>MH_1—>

heifst:
o ein Komplex, falls Tm(p;—1) C Ker(p;)

* cine exakte Sequenz oder exakt, falls Im(p;—1) = Ker(p;)

Definition 0.17 (Projektive Moduln EI

Ein R-Modul P heifit projektiv, falls die folgende universelle Abbildungseigenschaft (UAE) gilt:

Fiir alle R-Moduln M, N und fiir alle surjektiven R-Homomorphismen m € Homp(M, N) sowie fiir
alle « € Hompg(P, N) gibt es einen Homomorphismus o € Hompg(P, M), so dass gilt: m o 0 = c.

~ A

Lemma 0.18 Jeder freie R-Modul ist projektiv.

M

Beweis. Sei M ein freier R-Modul mit Basis {x1,...,z,} C M. Dann gibt es eine surjektive Abbil-
dung 7 : M — R™ mit der Eigenschaft 7(z;) = e;, wobei e; dasjenige Element aus R" bezeichne,
dass in der i-ten Komponente eine Eins hat und iiberall sonst nur Nullen. Betrachte das Diagramm

R"
~
Sl o
~ .
~ Tzd
~

\R’ﬂ

Diese Definition stammt nicht aus der Vorlesung, sondern wurde von mir aus [L3] zum besseren Verstindnis eingefiigt.
3Diese Definition stammt nicht aus der Vorlesung, sondern wurde von mir aus [L3] zum besseren Verstindnis eingefiigt.
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Wir wollen zeigen, dass es eine Abbildung o : R™ — M gibt, die die Forderung 7 o 0 = idr~ erfiillt.
Setze dazu o(e;) := x;, dann gilt

n
o((on,...,0p)) = Zai x; fir alle (ag,...,a,) € R"
i=1

Und damit ist die universelle Abbildungseigenschaft projektiver Moduln erfiillt. O

Notation 0.19 Einen Hauptidealring, der gleichzeitig ein Integritiitsbereich ist, wollen wir im weite-
ren einen Hauptidealbereich nennen und mit HIB abkiirzen.

Proposition 0.20 Sei R ein Hauptidealbereich, dann ist jeder Untermodul N # {0} eines endlich
erzeugten freien R-Moduls M selber wieder ein freier R-Modul.

Beweis. Induktiv iiber den Rang von M.

rgp(M) =1 In diesem Fall gilt M =2 R' = R also ist N isomorph zu einem ein Ideal a <R. Da R
ein Hauptidealring ist gibt es einen Erzeuger a € R mit (a) = a. Da R ein Integrititsring ist
gibt es einen Isomorphismus 1) : R — aR = (a) und damitist N & a = R frei.

rgp(M) = n Wir setzen voraus, dass die Behauptung fiir m < n gilt. Betrachte die Projektion

. M=2R' - R

(A1, .. an) — ap

Nach Induktionsvoraussetzung ist ker(7) = R"~! ein freier Modul vom Rang n — 1. Betrachte
die kurzen exakten Sequenzen

0 —  ker(m) — M = R — 0
U U U
0 — ker(m)NnN — N 5 7a(N) — 0

Auch der R-Modul ker(7) N N ist frei nach Induktionsvoraussetzung. Setze rgp(ker tN V) =:
m < n und unterscheide

Sonderfall (7(N) = {0}) In diesem Fallist N = ker(7) N N und damit frei.

Hauptfall (7(N) # {0}) In diesem Fall ist 7(N) = R ein freier Modul vom Rang 1. Mit
Bemerkung|[0.6] gilt dann

N = (ker(r)NN)@® n(N) = R"®R =~ R™!
und damit folgt die Behauptung.
O

Folgerung 0.21 Sei R ein Hauptidealbereich und M ein freier, endlich erzeugter R-Modul mit Un-
termodul N. Es gelten

1. 1gp(N) < 1gp(M)

2. N ist endlich erzeugt.
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Beweis. Teil 1 haben wir schon im Beweis der vorangegangenen Proposition gesehen. Fiir den Teil 2
betrachte noch einmal die Abbildung 7 : R™ — M aus Bemerkung

R M
U @]
I (N) = N

Aus der zuvor gezeigten Proposition [0.20] folgt nun, dass
mYN) = {x€R" |m(x) e N}

ein freier Modul von endlichem Rang ist. Wihle ein endliches Erzeugendensystem E C 7 (),
dann ist 7(E) ein endliches Erzeugendensystem von N nach Bemerkung O

Lemma 0.22 Sei R ein Hauptidealbereich und M ein endlich erzeugter R-Modul, dann gilt:
Ist M torsionsfrei, so ist M frei.

Beweis. Wiihle ein Erzeugendensystem S C M von M und setze T" C S als eine maximal linear-
unabhingige Teilmenge von S, das heifit fiir 7" gelten

* Gibtes ay € Rmit > oy -t = 0 so sind notwendig alle oy = 0.
teT

* Sei s € S beliebig, dann ist 7' U { s} nicht mehr linear unabhingig.

Behauptung 7 ist nicht leer: Sei s € S\{0}, dann ist {s} linear unabhingig, denn wegen der Torsi-
onsfreiheit von M folgt aus aes = 0 stets, dass a = 0 gilt.

Da wir die Familie der linearunabhéngigen Teilmengen von S via ,,C* mit einer Halbordnung ver-
sehen konnen muss es eine maximal linearunabhingige Teilmengen geben, denn S ist endlich. Wir
betrachten nun wieder zwei Fille

Fall 1 (' = S) Die Abbildung

EBR—>M

teT

(relt€T) = > -t

teT

ist surjektiv, denn 7" = S ist ein Erzeugendensystem und injektiv, da I" linear unabhéngig ist.
Also ist die Abbildung ein Isomorphismus und damit ist A/ nach Bemerkung|0.6|frei.

Fall 2 (T # S) Fiir alle y € S\T gibt es Elemente c, € R\{0} derart, dass

ayy = Zat-t € ZRt = N CM
teT teT

gilt, denn T"U {y} ist eine linear abhingige Menge. Der M-Untermodul N = ), - Rt ist frei
nach Proposition [0.20] Setze nun
g = H Qyy

yeS\T
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Dann ist Sz € N fiir alle x € S. Das heifit aber, da S ein Erzeugendensystem von M ist, dass
BM C N gilt. Da N frei und nach der Folgerung auch endlich erzeugt ist, ist auch SM
frei und endlich erzeugt.Da M nach Voraussetzung torsionsfrei ist, ist die Surjektion

M>m — BmepgM
auch injektiv, also ist M = M frei. O

Folgerung 0.23 Sei R ein Hauptidealbereich und M ein endlich erzeugter R Modul, dann gibt es
einen Untermodul Mg von M mit

o M ist ein freier Modul
* M = Mro ®MFp
* rgp(M) = rggr(Mr)

Beweis. Bezeichne 7 : M — M/MTor die natiirliche Projektion. Nach Ubungsaufgabe|l|ist M/MTM
ein endlich erzeugter torsionsfreier Untermodul von M und damit nach Lemma ein freier und
nach Lemma [0.1§]ein projektiver Modul. Also gibt es eine Abbildung

.M I ~ M o
o: /MTor - M mitedy - M — /MTor — M

Setze M := Bild(c), dann gilt M = M., ©Mp nach Isomorphiesatz.
Zum Nachweis der Aussage iiber den Rang sei K := Quot(R) der Quotientenkdrper von R, dann gilt

M®@rK = (Mro®pK) ® (Mp®gK)

Da es fiir alle € Mo, ein @ € R\{0} mit ax = 0 gibt und « in K eine Einheit ist gilt fiir alle

T € Mror

11 = 20a-a! = ar®@at = 0at =0

Also ist Mo, @K = 0 und damit folgt die Behauptung. O

Anmerkung Die Bildung von M, ist kanonisch, die Bildung von My jedoch nicht, da o nicht
kanonisch ist.

Da wir Mp = R @ ... ® R schon recht gut verstehen wollen wir nun die Struktur von endlich
erzeugten Torsionsmoduln besser verstehen lernen. In Vorbereitung darauf werden wir zunichst den
Elementarteilersatz zeigen. Doch zuerst noch eine kurze

Erinnerung. Aus der Algebra Vorlesung wissen wir, dass es in Hauptidealbereichen R immer einen
grofiten gemeinsamen Teiler gibt. Das heif3t fiir alle a, b € R gibt es ein d € R mit

¢ d teilt sowohl a also auch b.
e Wenn es ein anderes Element d’ € R gibt das ebenfalls a und b teilt, dann teilt d’ auch d.

Insbesondere ist der grofite gemeinsame Teiler bis auf Multiplikation mit einer Einheit ¢ € R* ein-
deutig bestimmt. Wir schreiben dann auch d := ggT(a, b). Da R ein Hauptidealring ist gilt weiter

(a,b) = (d) & da,feR: aa+pb=d

Zwei Elemente a,b € R heiBen Teilerfremd, wenn ggT(a, b) = 1 oder dquivalent (a,b) = R gelten.
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Satz 0.24 (Elementarteilersatz fiir Basen)

Sei R ein Hauptidealbereich und M ein freier R-Modul von endlichem Rang. Sei weiter N C M ein
Untermodul von M mit rgp(M) =n = rgr(M).

Dann gibt es eine R-Basis {x1,...,x,} von M und Elemente dy, ... ,d, € R mit

1. Die d; sind geordnet durch d; teilt d; 1, und
2. Die Menge {dyx1,...,dpxy,} ist eine R-Basis von N.

Beweis. Wihle eine R-Basis {z1,...,2,} von M und eine R-Basis {yi1,...,yn} von N. Da N
als M Untermodul insbesondere eine Teilmenge von M ist konnen wir jedes Element von N als
linearkombination der Basiselemente von M schreiben. Insbesondere fiir die Basiselemente y; von N
gilt also

n
Y; = E a; jT; mltai,jGR
J=1

Auf diesem Wege erhalten wir eine Matrix A := (a; ;) € Matyxn, (R).

Anmerkung Wie in der linearen Algebra iiber Korpern kann auch die Basiswechselmatrix tiber
Ringen aus Gl,,(R) gewihlt werden, denn fiir zwei Basen {b;} und {/} eines R-Moduls seien
C,C" € Matyx,(R) Matritzen mit b = C’0' und ¥/ = Cb. Dann gelten auch b = C’Cb und
v =0Ccy.

Also ist die folgende Reformulierung des Elementarteilersatzes sinnvoll:

Satz 0.25 (Elementarteilersatz fiir Matritzen)
Sei A € Maty,x,,(R) eine Matrix, dann gibt es invertierbare Matrizen B,C € Gl,(R) mit
dy
B-A-C =
dn,
wobei jedes d; seinen diagonalen Nachfolger d; 1 teilt.

Dies ist wirklich eine Reformulierung des Elementarteilersatzes, denn die Basen { By; | = 1...n}
fir N und { Cz;|i =1...n} fir M sind wirklich die Basen der anderen Version.

Notation 0.26 (Ldnge einer Zahl)
Sei R ein faktorieller Ring und a € R\{0}, dann setzen wir die Liinge von a als die (mit Vielfachheit
gezdhlte) Anzahl der Primfaktoren von a, also sei

die Primfaktorzerlegung von a mit einer Einheit € € R* und nicht notwendig verschiedenen Primele-
menten p; € R, dann ist die Linge von a gesetzt als l(a) := n.

Wir wollen nun den Elementarteilersatz in der Version fiir Matrizen beweisen.
Sei dazu A = (a; ;) =€ Matyx,(R)\{0} eine Matrix. Setze [(A) := min{l(a; ;)|a;; # 0}. Wihle
nun zu A zwei invertierbare Matrizen B, C' € Gl,,(R) so dass [(BAC') minimal ist. Bezeichne

A" == BAC
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und gelte ohne Einschrankung, dass @} ; bereits das Element mit der minimalen Lénge ist (sonst
vertausche entsprechend Zeilen und Spalten in A’).

Behauptung Das Element a' ; teilt alle Elemente der ersten Zeile sowie auch alle Elemente der ersten
Spalte von A'. Das heift fiir alle 1 < i,j < n gelten a} ,|a} ; und a\ y|a; ;.
Beweis. Es geiigt zu zeigen, dass a’L1 ein anderes Element der Zeile oder der Spalte teilt. Danach kann

die Konstruktion mit den anderen Elementen wiederhohlt werden. Sei also d = ggT(a} 1, @} o) der
grofite gemeinsame Teiler, dann gibt es Ringelemente x,y € R mitd = :130/171 + ya’m. Wir setzen:

ai2

T,
Yy —a

B = A. 1 € Gl,(R)

1

Das B invertierbar ist, ist klar, da die obere 2 x 2-Blockmatrix die Determinante 1 hat. Es gilt

d * ... *

%k *
A'-B =

* *

Weil d = waj ; + yaj , ist und die Lénge von a} ; minimal ist muss [(A) = I(a} ;) < [(d) gelten.
Also teilt @ | den groBten gemeinsamen Teiler und muss so bereits selber a , teilen. o

Es darf nun ohne Einschrinkung angenommen werden, dass A’ bereits von der folgenden Form ist

ay; 0 ... 0

0
A = ) A// mit einer Matrix A” € Mat,,_1xn—1(R)

0
Durch schrittweise Wiederholung erhalte eine Matrix

ary

Setze d; := agl;)l Wir wollen nun zeigen, dass d; den diagonalen Nachfolger dy teilt, dann folgt der

Rest der Behauptung durch Induktion. Betrachte

1 1 di da
1 do

Ersetze nun dy durch ggT(dy, d2). Mit dem gleichen Argument wie oben folgt dann aus der minimalen

Linge von d; = afw, dass d; den Nachfolger d» teilen muss. O
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Jetzt haben wir alles zusammen um endlich erzeugte Torsionsmoduln, und damit den Torsionsanteil
in jeden endlich erzeugten Modul, besser zu verstehen. Es gilt der folgende

Satz 0.27 (Struktursatz iiber endlich erzeugte Torsionsmoduln iiber Hauptidealringen)
Sei R ein Hauptidealbereich und M = M, ein endlich erzeugter Torsionsmodul iiber R. Es gelten

1. Sei m € R ein Primelement, dann setzen wir die Menge der m-primdren Elemente von M als
M(r) = {zeM|IneN:x"-z2=0}CM

mit dieser Notation gilt
M= @ M
mER prim

Insbesondere ist M () also auch ein Untermodul von M.

2. Ist M ein w-Torsionsmodul von R, also wenn es einn € N gibt, so dass 7" M = {0} gilt, dann
gibt es natiirliche Zahlen r, . .. ,r; € N mit

M = R/(er) P...PH R/(er)
und die Zahlen r; sind bis auf Reihenfolge eindeutig bestimmt.

Beweis. Fiir den Nachweis von Teil 1 setze M (r) := {z € M ‘ IneN:r"-z=0}firr € R
Seien nun a, b € R zwei Teilerfremde Elemente, dann ist die folgende Abbildung

p:M(a)@ M) — M(a,b)
(x,y) — x4y

ein R-Modulisomorphismus. Die Homomorphieeigenschaft lisst sich schnell nachrechnen. Sei (z, y) €
Ker(yp), dann gilt x = —y und ausserdem gibt es Zahlen n, m € N mit "z = 0 und by = 0. Setze
N := max(n,m).

Da a und b Teilerfremd sind, sind auch ¥ und b teilerfremd, also gibt es o, 3 € R mit 1 =
aa®™ 4 bV, Multipliziere diese Gleichung mit 2 durch und erhalte

z = aaVz+ BNz T=Y adVz — Ny = 0

denn " annuliert 2 und 4" annuliert y. Damit ist (z,y) genau dann im Kern von ¢, wenn z = —y =
0 gilt. Also ist ¢ injektiv.

Sei nun z € M(a,b), dann gibt es ein N € N so dass (ab)Vz = 0 ist. Wegen der Teilerfremdheit
von a und b gilt dann wieder mit o und 3 wie zuvor

_ N N
z = aa'z +8 0"z
eM(a)  eM(b)

Also ist ¢ auch surjektiv.

Allgemein gibt es ein Element a € R\{0} so dass fiir alle x € M gilta - = = 0, denn M ist endlich
erzeugt also wihle echte Annulatoren (also nicht die Null) der Erzeuger von M, dann annuliert das
Produkt dieser Annulatoren den ganzen Modul. Da R ein Integrititsring ist, ist dieses Produkt ungleich
Null. Betrachte nun die Primfaktorzerlegung von a

Ts

< mit Primelementen 7; € R und einer Einheit e € R*

a =e€e-m'.em
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Da alle 7 paarweise verschieden, und damit teilerfremd, sind folgt mit dem oben gezeigten Isomor-
phismus

M = M(a) = @M(m)

Fiir den Nachweis des zweiten Teils benutzen wir den zuvor gezeigten Elementarteilersatz [0.24] Wir
miissen zunéchst zwei freie R-Moduln konstruieren, die den Voraussetzungen des Satzes geniigen. Da
M ein endlich erzeugter Modul ist gibt es eine surjektive Abbildung

CBIFO —- M

von einem endlich erzeugten freien Modul F{ nach M. Insbesondere ist nach Lemma|0.22] aber auch
Ker(a) =: F} ein freier Modul von endlichem Rang. Da M nach Voraussetzung ein 7-Torsionsmodul
ist liegt fiir geniigend groBes N € N der Modul 7V F; im Kern der Abbildung. Da 7V Fy — Fj ein
Isomorphismus ist gilt

rgp(Fo) = rgr(nVFy) < rgr(F1) < rgr(kh)

was nichts anderes heiBt als rgp (Fp) = rgp(F1). Wir konnen nun den Elementarteilersatz anwenden
und finden eine R-Basis {z1,...,2,} von F} so dass gelten

Fhb = Rx19...® Rx,
Fi = Rdix1®D...D Rdiz,

Aus dem Homomorphiesatz erhalten wir hieraus

n

M = F[VF1 = @R/(di)

i=1

Wegen 7V M = 0 gilt auch 7% R/( d) = 0 fir alle : = 1, ..., n. Insbesondere teilt also jedes d; die

Primpotenz 7/V. Da R ein Hauptidealbereich ist gibt es zu jedem i € {1,...,n} ein r; € N mit
(7") = (di)
Die Eindeutigkeit bis auf Reihenfolge war der Inhalt einer Ubungsaufgabe. O

Folgerung 0.28 (Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen)
Jede endliche abelsche Gruppe ist als Z-Modul isomorph zu einem Produkt zyklischer Gruppen von
Primpotenzordnung.

Beweis. Dies ist ein Spezialfall von Satz mit R = Z. |
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1 GauB’sche Zahlen

Wir betrachten im Folgenden Untermengen der komplexen Zahlen C. Daher bezeichne ¢ immer die
imaginire Einheit mit i> = —1. Die Menge

Q@) = {a+bila,beQ} c C
ist ein Unterkorper von C, denn
Q@) = Q[X]/(XQ 1)

und das Polynom X2 +1 ist irreduzibel in Q[X]. Dies haben wir schon im Lemma in der Einleitung
gesehen. Ebenfalls haben wir dort schon den Ring der Gaufy’schen Zahlen betrachtet:

Definition 1.1 (Ring der Gaufs’schen Zahlen)
Wir nennen den Unterring

Zli] == {a+bi|a,beZ} C Q)
den Ring der Gauf3’schen Zahlen.

Lemma 1.2 Die Normfunktion
N:Q(#) — Q

zZ = zZZ

mit Z ist das komplexe Konjugat zu z, wird durch Einschrinkung auf den Unterring 7Z[i] zu einer
Multiplikativen Norm von Z[i| nach Z.

Beweis. Sei z = = +yi € Q(i), dann ist Z = x — yi. Fiir das Produkt gilt 2Z = 22 + y? nach binomi-
scher Formel. Aus der komplexen Analysis ist bekannt, dass die komplexe Konjugation multiplikativ
ist, das heiBt fiir alle w, z € Q(¢) gilt wz = w - Z. Betrachte nun die Einschrinkung, das heifit sei
a + bi € Z[i], dann ist N (a + bi) = a? +b? € Z. O

Lemma 1.3 Es gibt nur vier Gauf3’sche Einheiten, konkret gilt
@) = {1, +i)

Beweis. Sei v € Z[i] eine Gaull’sche Zahl, dann ist  genau dann eine Einheit, wenn es eine weitere
GauBsche Zahl v € Z[i] so gibt, dass gilt u - v = 1. Betrachte die Norm

N(uv) = N(u)-N(v) = 1

Nach Lemma [I.2]sind N (u) und N (v) positive ganze Zahlen, also muss N(u) = 1 gelten. Welche
Gauf3’schen Zahlen haben die Norm 1? Schreibe u = a + bi mit a,b € Z, dann ist nach der obigen
Uberlegung v = a + bi genau dann eine Einheit, wenn a? + b2 = 1 ist. Dies erfiillen nur die Zahlen
1,—1,i,—i € Z][i]. O
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Lemma 1.4 Fiir alle y € Q(i) gibt es ein o € Z[i] derart, dass N(a —y) < % ist.

Beweis. Geometrisch betrachtet bilden die Gauf’schen Zahlen ein Punktegitter in der komplexen
Ebene mit Abstand 1. Das heiBit jede Zahl y € Q(7) liegt in einem Quadrat mit Eckpunkten aus
Z[i] der Kantenldnge 1. Den groBten Abstand, denn zwei dieser Eckpunkte haben konnen, ist die
Diagonale des Quadrats. Die linge der Diagonale eines Quadrats mit Kantenlinge 1 ist /2. Damit
gibt es immer einen Eckpunkt, der hochstens @ = % von y entfernt ist. Sei nun v € Z[i] dieser
Eckpunkt, dann gilt
N = -l < (&) =}
= \5 5

Lemma 1.5 Der Ring der Gauf3’schen Zahlen Z[i] ist euklidisch.
Das heifit fiir alle v, 8 € Z[i] mit B # 0 gibt es Zahlen q,r € Z[i| mit « = qB8+7r und N(r) < N(5).

Beweis. Seien a, § € Z[i] mit § # 0, dann diirfen wir % € Q(7) betrachten. Nach Lemma gibt es
ein ¢ € Z[i] so dass gilt

N(g_q) <3 & No-g) < N@)

\)

Setze r := o — ¢f3, dann ist N(r) < N () und es gilt

Pt+r =aqf+ta-—qbf = a

Folgerung 1.6 Der Ring der Gauf3’schen Zahlen ist ein Hauptidealring.

Beispiel 6 (Grifter gemeinsamer Teiler und Euklidischer Algorithmus in Z][i])

o Wir suchen den grofiten gemeinsamen Teiler von o = 3 + 41 und 8 = 5 + i. Betrachten wir die
Normen

N(a)=9+16=25 und N(B)=25+1=26

fallt auf, dass diese in 7 teilerfremd sind. Hdtten o und 3 einen gemeinsamen Teiler grofier
als 1, so miisste die Norm dieses Teilers sowohl die Norm von (5 als auch die Norm von «
teilen. Dies kann jedoch nicht sein, also miissen auch o und S teilerfremd sein und ihr grofiter
gemeinsamer Teiler ist also 1.

e Wir suchen nun den grofiten gemeinsamen Teiler von o = 3+ 41 und 8 = 5+ 10i. Die Normen
N(a) =9416=25 und N(S5) =25+ 100=125

sind nicht Teilerfremd. Betrachte die folgende Rechnung in Q(7)

B 5+10i 3—4i  15+404 i(30 — 20)
a  344i 3—4i 25
et . .
_ +100 1142 :21+%
25 5 5 5
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Wie in Lemma suchen wir nun eine Zahl, so dass die Norm der Differenz kleiner % ist. Wie
wir aus der obigen Rechnung ablesen konnen wird 2 € 7.[i] diese Aufgabe etfiillen, denn

B 1 4 1 1
Nl==2)] = —+— = = =
<a 25 + 25 5 < 2
Wir gehen weiter analog zum Beweis des Lemmas vor und setzen o1 = § — 2a = —1 + 2i.

Untersuche nun, ob o ein Teiler von o in Z[i] ist. Wir rechnen wieder in Q(1) :

a  34+4i —1-2  —349-i(4+6)
g =142 —-1-2i 5
5—10i
= = L2 1-9i ezl

Also teilt ay tatsiichlich o in Z[i). Betrachte nun die euklidischen Algoritmus. Es gilt

b =5+100 = 2-a+ o

= 2-(344i)+ (—1+ 29)
a =3+4 = a;-(1—-2i)+0

= (=142i)-(1-2)+0

Damit ist ay = 1 + 2i ein grofter gemeinsamer Teiler von o und .

Konvention Wir bezeichnen nur die positiven Primelemente in 7. als Primzahlen.

Definition 1.7 (Rationale Primzahlen)
Sei p € Z eine Primzahl. Falls es ein Primelemt m € Z[i] so gibt, dass p von 7 in Z[i] geteilt wird,
dann nennen wir p eine rationale Primzahl.

Satz 1.8 (Primzahlen in Z[i])
1. Jede Gauf3’sche Primzahl, also jedes Primelement in Z[i), teilt genau eine Primzahl in Z.
2. Rationale Primzahlen p € 7 zerlegen sich wie folgt in Z][i):
(@) Fiirp=2gilt: 2= (1+4)(1 —i) = —i(1 +1)?

(b) Fiirp=1 (mod4) gilt: p = m,71, = a® + b? mit einer Gauf3’schen Primzahl Tp = a +1b
(¢) Fiirp =3 (mod4) gilt: p ist prim in Z]i]

Beweis. Zum Nachweis von Teil 1 sei 7 € Z[i] eine Gauli’sche Primzahl. Dann hat 7 insbesondere
nicht die Norm 1, denn sonst wire 7 eine Einheit. Betrachte also Primfaktorzerlegung von N (7) in
Z. Es gilt

S
N(n) = 7% = e- Hpj mit Primzahlen p; € Z und € € {£1}
j=1

Da Z]i] ein Hauptidealring und 7 ein Primelement in Z[7] ist gibt es ein j € {1,..., s} mit 7 teilt p;.
Dann muss aber auch N (7) ein Teiler von N (p;) sein, also gilt N(7) = p oder N () = p? fiir eine
Primzahl p € Z.
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Vor den Nachweis von Teil 2 stellen wir eine kurze

Bemerkung 1.9 Sei o € Z[i] mit der Eigenschaft, dass die Norm von « eine Primzahl p € 7 ist.
Dann ist o ein Primelement in Z.[i].

Beweis. Wie jede Gaul’sche Zahl konnen wir « als Produkt zweier Gaul’scher zahlen a1, aig € Z[i]
schreiben. Da die Norm multiplikativ ist gilt dann

p = N(a) = N(aj-a2) = N(ag)- N(ag)
Da p € Z eine Primzahl ist, folgt aus obiger Rechnung, dass entweder N (o) = 1 gilt, also «; eine
Einheit in Z[i] ist, oder das N (a2) = 1 gilt, also ap eine Einheit in Z[i] ist. 0

Mit dieser Bemerkung folgt (a) leicht, denn wir sehen nun sofort, dass 1 + ¢ wegen
N14id) = 1449)-1—-4) =141 = 2

eine Gaull’sche Primzahl ist. Weiter sehen wir auch, dass 2 von 1 + ¢ geteilt wird, also eine rationale
Primzahl ist.

Fiir (b) seien p € Z eine Primzahl und 7 = a + bi € 7Z[i] eine Gauf’sche Zahl mit N (7) = p # 2
und p = 1 (mod 4).

Behauptung —1 ist ein Quadrat in [,

Beweis. F; ist zyklisch, also gibt es ein v € [, mit < v >= F; und vP~1 = 1. Es gilt

p—1
2

2

dann ist 22 = —1in I, o
Mit dieser Behauptung gibt es ein a € Z mit a®> = —1 (mod p). Dies heifit aber, dass a® + 1 von p in
Z[i] geteilt wird. Angenommen p wiire ein Primelement in Z[i]. Da a®+1 = (a+i)(a—1) von p geteilt
wird, wiirde p dann sowohl a + 7 als auch a — ¢ in Z[i] teilen, da p invariant unter der Konjugation ist.
Damit teilte p aber auch 2a in Z][i], was zur Folge hitte, dass a modulo p kongruent zu 0 wire, was
falsch ist, da 0 # —1 € IF,,. Damit kann eine rationale Primzahl p, die modulo 4 kongruent zu 1 ist,
in Z[i] nicht prim sein. Es gibt eine Gaul’sche Primzahl 7, € Z[i] die p in Z[i] teilt, aber nach obiger
Uberlegung nicht gleich p ist. Damit wird auch N(p) = p? von N () geteilt. Nach Voraussetzung
gilt dann also: N () teilt (N(T['))2. Damit folgt sofort dass 7 = m oder 71 = 7 und p = 7.

Zum Nachweis von (c) sei p € Z eine Primzahl die modulo 4 kongruent zu 3 ist. Angenommen p wire
nicht prim in Z[i], dann gébe es eine Gaul’sche Primzahl 7 € Z[i] die p teilt, also Norm N(7) = p
hat. Nach Teil (b) ist dann p = 7 - ™ modulo 4 kongruent zu 1. O

Folgerung 1.10 Die Primelemente von Z[i] sind (bis auf Multiplikation mit einer Einheit):
(i 1+
(i) 7 =a+bimita > |blund N(7) = a® + b* = pist primin Z und p = 1 (mod 4)

(iii) ™ = p wobei p € Z eine Primzahl mit p = 3 (mod 4) ist.
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Definition und Bemerkung 1.11 Wir definieren die Abbildung

-1

<*) N — {0,£1}
()
n — [—
n
durch (_Tl) := 1 und fiir eine Primzahl p € 7 setzen wir

0 fallsp=2

-1
(> = 1 fallsp =1 (mod4)
p —1 falls p = 3 (mod 4)

Fiir die oben definierte Abbildung gelten

o (=) ist multiplikativ.

. (_71) = 0 fiir alle n € N, die von 2 geteilt werden.

. (%1) ist periodisch modulo 4.

Beweis. Definiere die Abbildung zunéchst auch auf allen anderen natiirlichen Zahlen, dazu sei zu
neN

n=mpr-... -pt

die Primfaktorzerlegung. Wir setzen

)= GG
n . b1 bt
dann ist (%1) wohldefiniert und die ersten beiden Eigenschaften folgen automatisch. Fiir die letzte

Eigenschaft sei n € N ungerade, das hei3it 2 teilt nicht n. Sortiere die Primfaktorzerlegung von n in
Z wie folgt

N o= Pl Ds Qe mit p; =1 (4) und ¢; = 3 (4)

Dann ist
n = (—1)* (mod4)

Damit gilt (=) = (—1)* und es ist alles gezeigt, denn

n=1(4) < kistgerade
n =3 (4) < kistungerade

a

Anmerkung Die Abbildung (_71) ist ein Beispiel fiir einen primitiven Dirichlet Charakter modulo 4.

Definition 1.12 (Norm eines Ideals)
Sei a QZ[i] ein Ideal. Da Z[i] ein Hauptidealring ist, gibt es ein a € Z[i] mit a = (a). Wir setzen



Definition 1.13 Fiir s € C mit Realteil R(s) > 1 definieren wir

) = > (1.1)
n=1
o (=1
L<s, <_*1>> = Z(n") (1.2)
n=1
1
Co@y(s) = —— (1.3)
Qi)\8 NZZM (V@)
a(0)

Anmerkung In der Vorlesung ,,analytische Zahlentheorie* wird gezeigt, dass diese Reihen fiir s € C
mit R(s) > 1 absolut konvergieren und uniform sind auf Kompakta. Die erste Reihe dieser Definition
nennen wir auch die Riemannsche ¢-Funktion.

Satz 1.14 Fiir s € C mit R(s) > 1 gilt

) = <) 1))

Beweis. Bezeichne die Menge der Primzahlen in Z mit P. Mit der geometrischen Reihe gelten

(e b ) ST

peP o

p€EP p?

und

peP peP 1— p
pS
_ H 1 1
- 1 1
peP 1- p° peP 1+ P°
p=1(4) p=3 (4)

In Folgerung haben wir die Primzahlen in Z[i] bestimmt. Damit gilt nun fiir das Produkt

-1 1 1 1
(o () - o Ty oo
2 pEP <1 - 7) pEP p%s
p=1(4) P p=3(4)

In Satz[1.8 haben wir gesehen, dass es zu jeder Primzahl p € P genau ein Primelement in 7w € Z[i]
gibt mit
2 falls p = 2
N(r) = ¢ p fallsp=1(4)
p? fallsp =3 (4)

Damit kénnen wir in Gleichung (1.4) zu Normen von Primidealen iibergehen, und erhalten

@ (D) Tt - 5 e -

(m)cSpec(zli) 1 T N(xF "0
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Definition und Bemerkung 1.15 Fiir n € N setzen wir
R(n) = ti<{(a,b) €7 |n=d?+b? }/N)

wobei ~ die folgende Aquivalenzrelation sei

(a,b) ~ (z,y) & (x,y) € {(a,b), (=b,a),(—a,—0), (b, —a)}
Beweis. Rechne nach, das ~ eine Aquivalenzrelation ist. Zeige also
1. (a,b) ~ (a,b) und

2. falls (a,b) ~ (d, c) gilt, dann gilt auch (d, c) ~ (a,b) sowie

3. aus (a,b) ~ (d,c) und (d, c) ~ (z,y9 folgt stets (a, b) ~ (x,y).
Lemma 1.16 Fiirn € N gilt
R(n) = #{ a<Z[i]|N(a)=n}

Beweis. Wenn wir n € N als die Summe der Quadrate von zwei ganzen Zahlen a, b darstellen konnen,
dann gilt
n = a®>+b*> = N(a+bi)

Weiter wissen wir, dass zwei Elemente in Z[i] genau dann das selbe Hauptideal erzeugen, wenn sie
assoziiert sind, das heiit wenn sie sich nur um eine Einheit unterscheiden. Da Z][i] ein Hauptidealring
ist und die Multiplikation mit einer Einheit die Norm nicht veréndert folgt die Bahauptung. O

Satz 1.17 Fiirn € N gilt

= ()

d|n

Beweis. Sei s € C mit R(s) > 1. Wir rechnen

> R(n 1
> 755) = =) Ny S ()
]

n=1 a<JZ[i

a#0
atz 1. -1 () 1 (;1)
w0 i) ¢ 5 40

io:C”Zn(‘dl)

n=1

Wobei wir fiir die Gleichheit bei (*) benutzen, dass die Abbildung N x N 5 (k,[) — kl € N bijektiv
ist. O

Beispiel 7 Wir wollen natiirliche Zahlen untersuchen.
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(n = 99) n hat die Primfaktorzerlegung n = 99 = 32 - 11, damit erhalten wir die Menge der natiir-
lichen Teiler von n erhalten wir daraus

T(n) = {1,3,3%,11,3-11,3%- 11}
Mit dem soeben gezeigten Satz gilt dann
Rn) = > S N R I
= 7 = =
deT(n)
Also ldisst sich n nicht als Summe zweier Quadrate in 7. darstellen.

(n = 45) Die Primfaktorzerlegung von n ist n = 45 = 32 - 5. Als Menge der natiirlichen Teiler von
n erhalten wir daraus
T(n) = {1,3,3%,5,3-5,3%-5}

Wir betrachten wieder die Summe
-1
(n) > < g ) + +1+
deT(n)

Damit muss es also zwei Moglichkeiten geben n = 45 als die Summe zweier Quadrate darzu-
stellen. Leicht sehen wir, dass sich 5 als mit 5 = 1 + 22 als Summe zweier Quadrate schreiben
lisst. Damit erhalten wir

45 =325 =32 (1+2%) = 32+6°

die erste Losung. Nach Definition sind (a, b) und (b, a) nicht in Relation, also ist die durch
Vertauschung gewonnene Darstellung 6> + 32 = 45 die andere Méglichkeit.
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2 Ganze algebraische Zahlen

In diesem Kapitel werden wir ganze Zahlen in Ringen betrachten. Wir werden dabei viele Parallelen
zu algebraischen Zahlen iiber einem Korper entdecken konnen. Diese Ahnlichkeit beginnt schon mit
der grundlegenden

Definition 2.1 (Ganze Zahlen)
Sei A ein Ring und L ein Korper mit A C L. Wir nennen b € L ganz iiber A, falls es ein normiertes
Polynom

f(X) = X"+ a1 X"+, +a, € A[X]

so gibt, dass f(b) = 0 ist.

Anmerkung Die Voraussetzung, das unsere Ringe immer Unterringe von Korpern sind, impliziert
bereits, dass wir nur kommutative Integritétsringe betrachten.

Beispiel 8 Mit A = Z und L = Q gilt: b € Q ist genau dann ganz iiber Z, wenn b € 7 ist.

Wir wollen zeigen, dass wir mit unserer Ganzheits-Definition den im Beispiel betrachteten Sachver-
halt giiltig verallgemeinern kénnen.

Bemerkung 2.2 Sei A ein Hauptidealbereich und L = Quot(A) sein Quotientenkorper, es gilt:
Genau dann ist b € L ganz iiber A, wenn b € A ist.

Beweis. Sei b € L\ {0}, dann gibt es teilerfremde Elemente ¢, d € A\{0} so dass wir b darstellen kon-
nenals b = g. Nach Deﬁnitionist b genau dann ganz iiber A, wenn es Elemente ag, . ..,a,-1 € A
so gibt, dass b + a,_1" "' + ... 4+ a1b + ag = 0 gilt. Betrachte

0 = +ap_ 1" ' +...4+a1b+ag | - d"
S0 = " Fap 1A+ abd + apd?
sSA4 = d- (an,lc”_l + ..+ abd"? + agdn_l)

Also wird ¢ von d geteilt. Dann teilt d aber auch ¢, weshalb, weil d und c teilerfremd sind, d bereits
eine Einheit von A sein muss. Damit folgt sofort, dass b € A ist. O

Beispiel 9 Mit A = Z[i] und L = Q(i) erhalten wir aus der Bemerkung sofort, dass b € Q(i) genau
dann ganz iiber Z[i] ist, wenn b ein Element in Z[i] ist, denn Z][i] ist ein Hauptidealbereich.

Satz 2.3 (Satz iiber ganze Elemente)
Seien A ein Ring und L ein Korper mit A C L. Dann ist o € L genau dann ganz iiber A, wenn es
einen endlich erzeugten A-Modul 0 = M C L mit oM C M gibt.

Beweis. Nemen wir zunidchst an, dass o € L ganz tiber A sei. Nach Definition gibt es dann Elemente
ag, -, a1 € Amit f(a) := a" + ap_10" 1+ ...+ ag = 0. Setze

M = A+ Aa+Ad®+...+ Aa™ ' CL

Multiplizieren wir diesen Modul nun mit « verschieben sich die Exponenten um je einen nach oben,
das heif3t
aM = Aa+ Ad® + Ao® + ...+ A"
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Da aber f(«) = 0 gilt, ist o™ bereits in M enthalten, also gilt M C M.
Nimm nun an, dass es einen endlich erzeugten A-Modul

0 # M = Aag +...+ Aay, mit a; € L

mit oM C M gibt. Unter diesen Voraussetzungen erhalten wir n Gleichungen

Qo) = a1101 + ...+ a0

Q- Qp = Ap10np+ ... + GpnQp
Fasse die Koeffizienten a; ; in natiirlicher Weise in der Matrix B := (a; )1<s,j<n Zusammen. Be-
zeichne F die (nxn)-Einheitsmatrix und o := (a1,...,a,)?t), dann erhalten wir das homogene

Gleichungssystem
(B—aFE)-a =0

Damit gilt det(B — aE) = 0 und « ist Nullstelle von f(X) := det(B — XE) € A[X]. Dieses
Polynom hat den Leitkoeffizienten (—1)™ € A*, also ist o ganz iiber A. O

Definition 2.4 (Ganzer Abschluss)
Sei L ein Korper und A C L ein Unterring, dann nennen wir

A = {aGL’aistganziiberA}

einen ganzen Abschluss von A in L. Weiter heifit A ganz abgeschlossen in L, wenn A = A ist.
Ein Ring A heifst ganz abgeschlossen (ohne Nennung eines Oberkorpers) wenn A ganz abgeschlossen
in seinem Quotientenkérper Quot(A) ist.

Beispiel 10 Ein ganzer Abschluss von Z in Q(i) ist Z[i] aber Z ist ganz abgeschlossen, denn 7, = 7.
im Quotientenkédrper Quot(Z) = Q.

Dieses Beispiel zeigt zwei Dinge: Zum einen kann ein Ring ganz abgeschlossen - also im Quotien-
tenkorper ganz abgeschlossen - sein, aber je nach Korper in dem wir diesen Ring betrachten grofere
ganze Abschliisse besitzen. Zum Anderen sind offenbar manche ganzen Abschliisse selber Ringe. Den
letzten Umstand wollen wir im folgenden Satz genauer untersuchen.

Definition 2.5 (Ganze Ringe)
Sei L ein Korper und seien A C B C L zwei Unterringe. Wir sagen B ist ganz iiber A, wenn jedes
Element b € B gangz iiber A ist.

Satz 2.6 Sei L ein Korper und A C L ein Unterring. Bezeichne B einen ganzen Abschluss von A in
L, dann ist B ein Ring.

Beweis. Seien 2,y € B. Da x und y ganz sind tiber A gibt es nach Satz [2.3| zwei endlich erzeugte
A-Moduln M, N C LmitaM C M und yN C N. Setze

d
MN = M-N = {mez
=1

dGN/\miGM/\nZ-EN}
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Da A kommutativ ist, ist leicht zu sehen, dass M N ein A-Modul ist. Sind weiter {z1...,25} C M
und {y1,...,9:} € N zwei A-Erzeugendensysteme von M und N, so wird M N von der Menge
{z1,...,2s,91,...,y:} iber A endlich erzeugt.

Behauptung Es gelten (x +y) - MN C MN und zy - MN C M N.

Beweis. Betrachte

d d d
(:E—I—y)-ijnj = meznmLZynlml € MN
i=1 =1 o1 i=1 N
d d
(:vy)-ijnj = mezynl € MN
i=1 =l cp enN

o
Damit gilt fiir alle z,y € B, dass auch x + y und z - y ganz iiber A sind und damit in B liegen. Da
alle Elemente aus A ganz iiber A sind, und A ein Ring ist, sind 0, 1 € B Klar. O

Bisher haben wir nur ganze Zahlen betrachtet. Wir haben als Parallele zu den algebraischen Zahlen
feststellen konen, dass ganze Zahlen Nullstellen normierter Polynome sind. Nun wollen wir untersu-
chen ob wir noch mehr Zusammenhénge finden kénnen.

Lemma 2.7 Sei A ein Integrititsring und K = Quot(A) sein Quotientenkérper sowie L] K eine al-
gebraische Korpererweiterung. Bezeichne B einen ganzen Abschluss von A in L, dann gibt es fiir alle
A € L Elemente b € Bunda € Amit A = g. Insbesondere ist L = Quot(B) der Quotientenkorper
von B.

Beweis. Sei A € L, dann ist A algebraisch iiber K. Also gibtes kg, ... k,—1 € K mit
N+ ke N kg =0

Da K = Quot(A) der Quotientenkorper von A ist, gibt es ein a € A\{0} mit a - k; € A fiir alle
1 =0,...,n — 1. Multiplizieren wir die oben erhaltene Gleichung nun mit ™ durch so gilt

(aN)" + kn_1a(aN)" L+ ..+ koa™ = 0

Damit haben wir ein normiertes Polynom in A[ X | gefunden, das a\ als Nullstelle hat, also ist a\ ganz
tiber A. |

Anmerkung Dieses Lemma zeigt ausserdem L = B ®4 K.
(Hierzu siehe eine der kommenden Ubungsaufgaben)

Bemerkung 2.8 Sei L ein Korper und A C L ein Unterring. Dann sind by, . .., b, € L genau dann
ganz iiber A, wenn B = A[by,...,b,] ein endlich erzeugter A-Modul ist. Wobei Albi, ..., b,| das
Bildvon A[X1, ..., Xy] unter der Evaluationsabbildung sei, das heifst A[by, ..., b, := Im(ev) mit

ev:A[Xy,...,X,] — L
Xi — bz‘

Beweis. Angenommen B = Alby, ..., b,] ist endlich erzeugter A-Modul, dann ist nichts zu zeigen,
denn
X AlXq,...,Xn) CAXL,..., X, firalle:=1,...,n
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Also ist b; B C B und fiir jedes ¢ und damit sind alle b; ganz tiber A.

In der anderen Richtung ist mehr zu zeigen. Seien nun also b1, .. ., b, ganz tiber A. Wir wollen einen
Induktionsbeweis fiihren. Fiir den Induktions Anfang gilt: Fiir jedes iiber A ganze Element b € L gibt
es ein normiertes Polynom p € A[X] mit deg(p) = d, so dass gilt

Ay ~ A
Das heifit die Menge {1,b,?,...,b%} erzeugt A[b] als A-Modul.
Fiir den Induktionsschritt nimm an, dass R = Alby,...,b,—1] ein endlich erzeugter A-Modul ist.

Beachte, dass R selber ein Ring ist, also gilt nach dem Induktionsanfang, dass R[b,] ein endlich
erzeugter R-Modul ist, denn wegen A[X]| C R[X] ist b, auch ganz iiber R. Da R als A-Modul
endlich erzeugt ist, ist dann auch R[b,] = A[b1, ..., b,] als A-Modul endlich erzeugt. O

Lemma 2.9 Sei L ein Korper und seien A C B C C' C L Unterringe, dann gilt: Ist B ganz iiber A
und ist weiter C ganz iiber B, dann ist C auch ganz iiber A.

Beweis. Sei ¢ € C, dann gibt es Elemente bg, ..., b,_1 € B mit
Cn—i-bn_lcnil—i-...—f—bo =0

Da B ganz iiber A ist, ist A[bo, ..., bn—1] nach Bemerkung[2.§|ein endlich erzeugter A-Modul. Da ¢
ganz iiber B ist, ist dann auch A[by, . . ., b,_1][c] ein endlich erzeugter A-Modul. Mit der Bemerkung
ist ¢ dann auch ganz iiber A. O

Bemerkung 2.10 (Ganze Abschliisse von Z. in Zahlkorpern vom Grad 2)
Sei K/ Q eine Korpererweiterung von Grad 2 und Ok ein ganzer Abschluss von 7, in K. Dann gibt
es ein quadratfreies d € 7. derart, dass K = Q(\/g) ist und es gilt

ZIVd  fallsd=3,2 (4)

0
" z| Y] falsa=1 ()

Beweis. Wir konstruieren zunichst d € Z. Sei dazu o € K\ Q, dann ist {1, «} eine Q-Basis von K.
Wir koénnen nun zum Beispiel o beziiglich dieser Basis darstellen als o® = aa + b mit a,b € Q.
Setze o’ := a — 4, dann ist K = Q(a) = Q(c). Betrachten nun noch einmal o

o = (a'+g)2 = a<o/+g)+b

2
2 2

= ?4ad+L =+ % 40
4 2

a2
= a’zzz—kb = q€eQ
Damit erhalten wir K = Q(a) = Q() = Q(,/q). Wir kénnen dieses ¢ € Q nun darstellen als
.172 ° d 2
qg = mit ggT(2*d,y) = 1 und z,y,d € Z und d ist quadratfrei
Y

Wir erhalten schlieBlich K = Q(a) = Q(a’) = Q(,/g) = Q(V/d) und haben das gesuchte quadrat-
freie d € Z gefunden. Nun wollen wir O g genauer untersuchen. Da K/ Q insbesondere galoisch vom
Grad 2 ist, gibt es ausser der Identitédt nur die Konjugation

c:K3a+b/d — a—bV/de K
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in der Galoisgruppe von K/ Q. Fiir § € K gilt:
BeOk & o(B) €Ok

denn aus der Galoistheorie wissen wir

n—1 n—1
B+ Blai =0 & o(B)"+ Y o(B)a =0
i=0 i=0

Definiere die Abbildungen Spur (7'r) und Norm (V) via

Tr: K — Q

B=a+bVd — B+0cB) =a+bVd+a—bV/d = 2a

N : K — Q

B=a+bVd — B-0(8) = (a+bVd) (a—bVd) = a® —b%d

Fiir alle 8 € K gilt 32 — Tr(B) - B+ N(B) = 0, also ist 3 genau dann ganz iiber Z (also 3 € Of),

wenn Tr(3) € Z und N(B) € Z gelten. Das heiBt 5 = a + bv/d ist genau dann ganz iiber Z, wenn

2a und a? + b?d ganze Zahlen sind. Sei 8 = a + bv/d € Of. Setze e := 2a und f := 2b, dann sind
e2 df?

eund & — =~ ganze Zahlen. Also gilt df? € 7 und, da d quadratfrei ist, sogar f € Z. Insgesamt

erhalten wir
e —4f2c47 und ¢* = df? (4) 2.5

Wir erinnern uns an unsere Defninitionen e = 2a und f = 2b und betrachten d modulo 4.

Falls d = 1 (4) gilt, so erhalten wir aus Gleichung (2.5), dass genau dann a?> = b* (4) ist, wenn

a=b(2)ist

Falls d = 2 (4) oder d = 3 (4) gilt, dann erhalten wir aus Gleichung (2.5), dass genau dann a =
b (4) ist, wenn a? = b?d (4) ist.

Wir kénnen also O i beschreiben als

Ok = {W’a,beZ/\aEb(Q)} = {a'+b’<1+2\/8>

a’,b'eZ}

fallsd = 1 (4) gilt, und als
Ok = {a—l—b\/gla,beZ}

falls d = 2 (4) oder d = 3 (4) gelten. O

Beispiel 11 In unserem Standartbeispiel K = Q(i) erhalten wir wegen i> = —1 und —1 = 3 (4)
auch auf diesem Wege wieder den Ring der Gauf3’schen Zahlen 7Z[i] als ganzen Abschluss von Z in

Q(2).
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3 Korpertheorie (Wdh.)

Im Folgenden wollen wir ein paar korpertheoretische Ergebnisse der Algebra I Vorlesung zur Ver-
fiigung stellen. In diesem kurzen Abschnitt werden einige Tatsachen nur ohne Beweis angegeben,
andere Beweise sind nur skizziert. Fiir ein genaues Studium betrachte zum Beispiel [L4].

Satz 3.1 (Ergebnisse der Korpertheorie)
Sei L/ K eine Kirpererweiterung, dann gelten:

1. Per Definition ist L/ K genau dann separabel, wenn fiir alle o« € L gilt: Das zu o gehorige
Minimalpolynom m,, € K[X] hat keine mehrfache Nullstelle.
Dies ist genau dann der Fall, wenn

ggT(ma,m)) = 1

also wenn my, und seine formale Ableitung m/, teilerfremd in K[X| sind.

Ist K ein Korper der Charakteristik Null, so ist jeder Erweiterungskorper L iiber K separabel.

2. Per Definition ist L/ K genau dann normal, wenn fiir alle normierten und irreduzieblen Poly-
nome | € K[X] gilt: Hat f eine Nullstelle in L, so zerfillt f iiber L in Linearfaktoren.

3. Sei a € L ein Element, dann ist K («) ein Zwischenkorper von K und L, also K C K («) C L.
Die Abbildung
X = «

ist ein Korperisomorphismus iiber K. Damit erhalten wir eine Bijektion

Homg (K(a),L) = {feL|ma(B)=0}
X = g

Also gibt es ebensoviele K -lineare Abbildungen von K («) nach L, wie es Nullstellen vom
Minimalpolynom my, in L gibt.
Falls L/ K normal ist, zerfillt das Polynom my, iiber L in Linearfaktoren, das heif3t

me(X) = (X —a1) - ... (X —a,) € L[X]
Ist weiter K («) / K separabel, so sind die Nullstellen a; sogar paarweise verschieden. Es gilt
fHomg (K(),L) = n = deg(ma) = [K(a): L]

Damit erhalten wir im Fall L] K normal und K (o) / K separabel die Darstellung

ma(X) = 11 (X - o(a))

c€Homg (K(«),L)
4. Sei L/ K endlich und separabel und sei weiter L' | L eine beliebige normale Kérpererweiterung,

dann gilt
tHompg(L,L') = [L:K]
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5. Sei L/K eine separable und normale Kirpererweiterung, dann nennen wir LK eine Galoi-
serweiterung.

Ein weiters wichtiges Konstrukt der Korpertheorie sind die algebraischen Zahlen. Im Vorangegan-
genen Abschnitt haben wir ganze Zahlen und ganze Abschliisse betrachtet. Wir haben gesehen, dass
es Parallelen zwischen algebraischen und ganzen Zahlen gibt. Aus der Korpertheorie kennen wir das
dem ganzen Abschluss @hnliche Konzept des algebraischen Abschlusses. Wir wollen diese Erinnerung
etwas auffrischen, dazu die folgende

Definition 3.2 (Algebraischer Abschluss)
Sei K ein Korper. Ein algebraischer Abschluss von K ist ein Paar (L, 1), wobei L ein Kérper und
t: K — L eine Einbettungﬁ] ist, das die folgenden Eigenschaften erfiillt:

(i) L ist algebraisch Abgeschlossen, das heifst jedes Polynom in L| X zerfilt iiber L in Linearfaktoren

(i) Zu jedem weiteren Paar (L', j), mit einem algebraisch abgeschlossenem Kiorper L' und einer
Einbettung j : K — L', gibt es einen K-Homomorphismus ¢ : L — L' so dass das folgende
Diagramm kommutiert

Diese Eigenschaft nennen wir die universelle Abbildungseigenschaft des algebraischen Ab-
schlusses.

Satz 3.3 Zu jedem Korper K existiert ein algebraischer Abschluss und ist bis auf Isomorphie eindeu-
tig bestimmt.

Beweisskizze. Die Existenz wird konstruktiv gezeigt. Dazu wird K Schrittweise erweitert, bis jede
Nullstelle enes jeden Polynomes in K [X] in L liegt. Die Eindeutigkeit folgt auf bekannte Weise aus
der universellen Abbildungseigenschaft.

Notation 3.4 Sei K ein Korper, dann schreiben wir K fiir seinen algebraischen Abschluss.
Bemerkung 3.5 Sei K ein Korper, dann ist die Korpererweiterung K | K normal.

Bemerkung 3.6 Der algebraische Abschluss Q von Q ist viel kleiner (beziiglich der Enthaltenseins-
relation) als C.

Beweis. 7 und e sind transzendent iiber Q, damit auch nicht in Q enthalten. O
Genauer gilt sogar: Q ist abzihlbar und C ist es nicht.

“Einbettung = injektiver Homomorphismus
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Kapitel 111

Zahlkorper und Ganzheitsringe

4 Spur und Norm

Der Begriff der Norm ist uns im Laufe der Vorlesung bereits mehrfach begegnet. In Abschnitt [I]
definierten wir die Normabbildung

und auch in der Bemerkung iiber ganze Abschliisse in Zahlkorpern von Grad 2 [2.10] haben wir eine
Normfunktion definiert. Die Spur kennen wir noch aus der linearen Algebra als Spur einer Matrix.
Beide Funktionen wollen wir hier in allgemeiner Form definieren und einige ihrer Eigenschaften
studieren. Wir beginnen mit einer

Definition 4.1 (Spur und Norm)
Sei L/ K eine endliche Korpererweiterung. Fiir alle o € L ist die Multiplikation mit o

A, L — L

T = a-x
eine K-lineare Abbildung. Wir definieren

Trk(a) = Tr(A) als die Spur von «
NEk(a) = det(Ay) als die Norm von «

Bemerkung 4.2 (Triviale Eigenschaften)
1. Die Abbildung Trk : L — K ist ein Gruppenhomomorphismus von (L, +) nach (K, +).
2. Die Abbildung N : L* — K* ist ein Gruppenhomomorphismus von (L*,-) nach (K*, ).
3. Ista € K, sogilt A, = «- E wobei E die Einheitsmatrix bezeichne. Damit erhalten wir

Trf((oz) = [L:K] -« und N[L<(oz) — QlLK]
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4. Sei L/K eine Kiorpererweiterung vom Grad n und bezeichne x(X) € K[X] das charakteris-
tische Polynom von A, also

n—1
Xa(X) = det(XE — Ay) = X"+ ) a; X’
i=0
dann gelten
Trk(a) = —ap-1 und Nk(a) = (=1)"ag

Beweis. Es ist nichts zu zeigen.

Als Vorbereitung fiir den néchsten wichtigen Satz ziehen wir einen technischen Schritt in einem alge-

meinerem Lemma nach vorne:

Lemma 4.3 Sei R ein Ring und seien aq, . .. ,an—1 € R, dann hat jede nxn-Matrix der Form
0 1
A = 1
0 1
—ap —ai ... —Qp—9 —Aap—_1

mit Einsen auf der ersten oberen Nebendiagonalen, ein charakteristisches Polynom der Form
xa(X) = X"+ a1 X" ' +... 4+ Xa; +ay €R[X]

Beweis. Wir wollen zeigen, dass

X -1
0
XA(X) = det(XE — A) = det 1
X -1
ag a1 ... Qp_o X +ap_1

von der oben behaupteten Form ist. Dies wollen wir per Induktion iiber die Dimension n beweisen.
Falls (n = 1): Esist nichts zu zeigen, denn A = (—ag) und det(XE — A) = X + ao.

Falls (n = 2): Es gilt

det(XE — A) = det( X -l

_ _ 2
o X+a1> = X(X+a1)+a = X*+a1 X +ag

Falls (n = 3): Auch hier gilt die Behauptung, denn

X -1 o0
det(XE—A) = det| 0 X  —1 = X3+ apsX?+a1X +ag
apg a1 X +ao
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Falls (n > 3): Angenommen fiir alle m < n gelte die Behauptung. Mit dem Laplace’schen Entwick-
lungssatz gilt dann

-1
X
det(XE—A) = X -det 1
X -1
ai ... Qp—os X +apn—1

n—2
:anl_t'_ Z ai+1Xi

1=0
—1
+(=1)""1 - ag - det X
~1
X
=1t
n—1
= X"+ X
=0

a

Satz 4.4 Sei L/ K eine endliche separable Korpererweiterung und sei o« € L ein Element mit zuge-
horigem Minimalpolynom m,, € K|[X]. Es gelten

Xa(X) = mg(X)EE@D = I &-0o) 4.1)
o€Hom (L,K)
Trig(a) = >, o (4.2)
o€Homg (L,K)
NEk(a) = I o (4.3)

o€Homg (L,K)

Beweis. Wir zeigen zunichst Gleichung (4.1), da wir die anderen beiden Gleichungen aus dieser
ableiten wollen. Dazu konstruieren wir eine K -Basis von L, so dass A, besonders ,.einfach® wird.
Sei

my(X) =@ X"+ an 1 X" 1+ .. 4ao

Die Menge {1,a,a?,...,a" 1} ist eine K-Basis von K (o). Wihle nun eine Basis {f1, ..., 8m}
von L als K («)-Vektorraum, dann ist

B = {61, Bra, B, ..., Bra" Tt By, Boc, . ., ﬂmanil}

eine Basis von L als K -Vektorraum. Betrachte fiir i € {1,...,m}
) 3 — Baitl eB falls j <n—1
@ (ﬁza ) Piax { Bi(—ag —aja — ... —ayp_1a" 1) fallsj=n-—1
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Also hat A, beziiglich B die Blockmatrixform

Mit einer nxn-Matrix M der Form

Mit dem zuvor gezeigtem Lemma gilt dann y,

Betrachte das nebenstehende Diagramm:
Da L/K endlich und separabel ist, ist auch L/K(«) endlich und se-

parabel. Da K normal ist, gibt es fiir
m = [L : K(a)] Einbettungen 7 : L
sind, das heifit 7| Ky = O

Damit erhalten wir:

I

T€Homg (L,K)

(X — T(a))

1
1
0 1
—ai —Qp—2 —Aanp-1

m? mitm = [L : K(«a)].

T

L——K
jedes 0 : K(o) — K genau
< K die Fortsetzungen von ¢ K(a) ——=F

11 (X —7(a))

o€Homg (K (a),K)

I

T€Hom (L,K)

Damit haben wir die Formel (4.1) gezeigt und wissen nun

Xa(X)

II

o€Homp (L,K)

TIK(a) =9
11 (X —o(@)™ = ma(X)"
o€Homg (K (a),K)
(X —o(a)) = X+by1 XV 4.+

Wir erinnern uns an die Formeln, die wir fiir Spur und Norm bereits in Bemerkung {.2] Punkt 4

festgehalten haben, damit gelten

TrlL((a)

Ng(a)

Damit haben wir alle drei Formeln bewiesen.

T a— > o(a) (4.2)
o€Homg (L,K)

(=) = I @ (4.3)
o€Homp (L,K)

O

40



Folgerung 4.5 Seien M /L/K endliche separable Kirpererweiterungen, dann gelten
(a) Trf{ o T?“é/[ = Tr%
(b) NboNM = NM

Beweis. Wir zeigen diese Eigenschaft nur fiir die Spur unter Benutzung der Gleichung (4.2). Die
Eigenschaft fiir die Norm folgt vollstindig analog aus Gleichung (4.3) des vorangegangenen Satzes
M.4] Sei o € M, dann gilt

Trif(a) = Z 7()

T€Hom ¢ (M,K)

- Y Y W@

o€Hom (L,K) r€Hom ¢ (M, K)
=9

= Y o(Trif(e) = TrioTr(w)
o€Hom (L,K)

a
Wir wollen Spur und Norm noch auf eine andere Weise beschreiben dazu bendtigen wir ein wenig
Theorie von Bilinearformen.

Definition 4.6 (Dualraum)
Sei K ein Korper und V' ein endlichdimensionaler K -Vektorraum. Wir nennen

V* = Hom(V, K)
den zu 'V dualen Raum.

Definition 4.7 ((nicht ausgeartete) symmetrische Biliniearform)
Sei K ein Korper und V' ein endlichdimensionaler K -Vektorraum. Wir nennen

(,): VXV =K
eine symmetrische Bilinearform auf'V, wenn fiir alle v,w € V und alle A € K gelten
(v, \w) = (Av,w) = A (v,w) = A (w,v)
Weiter heift eine symmetrische Bilinearform (-,-) auf V nicht ausgeratet, falls

p:V = VvV
v o= (we (v,w)]

ein K-Vektorraumisomorphismus ist.

41



Lemma 4.8 Sei K ein Korper undV ein endlichdimensionaler K -Vektorraum mit K-Basis {vy, ..., v}
und (-,-) eine symmetrische Bilinearform auf V. Es sind dquivalent

(i) (-,-) ist nicht ausgeartet.

(i) V besitzt eine bziiglich (-, -) orthogonale Basis {vy, ..., v} zu {vi,...,vn},
das heifit (v}, v;) = 0;; € {0,1}.

(iii) Die Matrix A = ((vi, vj))lgi,jgn ist invertierbar.
Beweis. Sei {1, ...,d,} eine zu {vy, ..., v,} duale K-Basis von V*, das heifit es gelte §;(v;) = &; ;.
Wir zeigen nun zunéchst die dquivalenz von (i) und (ii):
Genau dann existiert eine orthogonalen Basis {v], ..., v} wie in (ii), wenn alle ¢; der dualen Basis

D im Bild von ¢ : V' — V* aus Definition liegen. Damit ist die Abbildung ¢ aber surjektiv. Da
die Dimensionen von V und V* gleich sind, ist jede surjektive Abbildung zwischen ihnen ein Isomor-
phismus. Per Definition gilt nun: Genau dann ist (-, -) nicht ausgeartet, wenn ¢ ein Isomorphismus ist.

Nun wollen wir zeigen, dass (i) und (ii) 4quivalent sind zu (iii):
Da {v1,...,v,} eine Basis von V ist existieren fiir alle v € V' Korpererlemente A, ..., A\, € K mit

v o= MU+ ...+ \Up
Wir wollen nun untersuchen, wie sich der Isomorphismus

p:V = V*

v @y = [w e (v, w)]
aus Definition auf den Basiselementen v; verhilt. Betrachte
o (V) = oy (Mv1+ ..+ Ayun)

= D A (vivy)
j=1

Damit erhalten wir
n

P (V) = D (vi,05) - i

j=1

Da ¢ nach Voraussetzung (i) ein Isomorphismus ist, ist {¢y, , . . . , ¥y, } eine Basis des Dualraums V*.
Die Matrix 4 := ((v;,v;)) |<i,j<n 1St genau dann invertierbar, wenn {®vys---,Puv, } eine Basis des
Dualraums V* ist. U

Definition und Satz 4.9 (Spurform)
Sei L/ K eine endliche separable Kirpererweiterung vom Grad n. Dann ist die Spurform

Trk:LxL — K
(z,y) = Tri(ay)

eine nicht ausgeartete symmetrische Bilinearform.
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Beweis. Nach dem Satz vom Primitiven Elemenlﬂ gibt es ein € L mit L = K(0). Dann ist die
Menge B = {1,0,62,...,0" 1} eine K-Basis von L. Wir wollen das vorangegangenene Lemma
anwenden, und wollen zeigen, dass die Determinante der Matrix

M = (Tri(077))

1<i,j<n

nicht Null ist, denn dann ist M invertierbar. Nach Satz 4.4 gilt

Trik(9t7) = > a0) o0

Nummeriere nun die Einbettungen
Homg (L, K) = {o1,...,00}

Mit der Notation 6; := o;(6) erhalten wir

M = (Trg(0") ;0 = N-NT
Mit der Matrix
1 1 1
0, Oy .- 6,,
N = R B 4
9?—1 03—1 . 9271

Damit gilt fiir die Determinante

det(M) = det(NNT) = (=1)(2) det(N)? & (—1)@)12[]2[(91»—%) £ 0

Wir miissen noch zwei Dinge Begriinden:
* Die Gleichheit unter (1) ist die Vandermond’sche Determinante

* Die Ungleichheit unter (2) folgt aus der Separabilitit von L/K, denn aus o;(6) = o;(6) folgt
stets, dass bereits ¢ = j gilt.

g
Definition 4.10 (Diskriminante)
Sei L/ K eine endliche separable Kirpererweiterung und sei {w1, ..., w,} eine K-Basis von L. Wir
nennen ,
d(wy,...,wy) = det (o5(w;))” = det (Trf((wiwj))
mit {o1,...,0,} = Homg (L, K), die Diskriminante von {wy, . . ., wy}.

Anmerkung Wegen des Quadrates hiingt die Diskriminante nicht von der Reihenfolge der o; und w;
ab.

'Siehe zum Beispiel [L4] Seite 60.

43



Definition 4.11 (Zahlkorper, Ganzheitsring)
Eine endliche Korpererweiterung K von QQ nennen wir einen Zahlkorper, und bezeichnen mit O i den
ganzen Abschluss von 7, in K. Wir nennen Ok den Ganzheitsring von K.

Definition und Satz 4.12 (Ganzheitsbasis)
Sei K ein Zahlkérper mit Erweiterungsgrad [K : Q| = n, dann ist Ok ein freier 7.-Modul vom Rang
n, das heifst es gibt Elemente w1, ..., w, € Ok so dass

Ok = MZ®...Dw, 7
und die Z-Basis {w1, . .., wy, } nennen wir eine Ganzheitsbasis von Q.
Beweis. Es gentigt zu zeigen, dass O endlich erzeugter Z-Modul ist, denn wir wissen bereits
(i) Firallex € K gibteseina € Z\{0} mitz -a € Ok
(ii) Ok muss als Untermenge eines Korpers torsionsfrei sein.

Ist Ok nun endlich erzeugt, so ist Ok wegen (ii) frei mit einer Basis {wq, ..., wy,}. Wegen (i) gilt
dann O ®7Q = K also

rg(Ok) = dimg(Ox ®zQ) = [K: Q] = n

somit muss m = n gelten. Zeigen wir also, dass O iiber Z endlich erzeugt ist. Dazu sei {a, . . ., o, }
eine Q-Basis von K mit o; € Og. Diese kann wegen (i) so gewihlt werden. Sei dann {of, ..., o)}
eine zu {a1, ..., a;, } beziiglich der Spurform Tr(g orthogonale Basis, also Tr(g (aia}) = dij.

Wihle nun ¢ € Z\{0} so, dass firallei = 1,...,n gilt ¢- o € Ok. Dann gilt fiir alle € Ok und
allet=1,...,n

1
c-aj-x € Og = Trg(coz;kx) €z = Tr(g(afx) EEZ

Da {aq,...,ay,} eine Basis ist, gibtes A, ..., A\, € Q derart, dass

n
r = E )\iai
=1

Damit erhalten wir

n n
Trg(:v-af) = Tr(g a;‘-Z)\jaj = Z)\jTT(S(afaj)
j=1 Jj=1
1
= )\ € -7
c

Es gelten also
1
arZ+...+a, 72 C O C f(alz@...@anZ)
c

Damit ist Ok als Untermodul eines endlich erzeugten freien Z-Moduls selber endlich erzeugt iiber Z.
d
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Anmerkung Wir konnen den obigen Satz auch allgemeiner Formulieren, ndmlich:

Sei R ein Hauptidealbereich und K = Quot(R) sein Quotientenkorper. Seien weiter LK eine
endliche separable Korpererweiterung und S der ganze Abschluss von R in L. Dann ist S ein freier
R-Modul von Rang rg(S) =n = [L : K].

Denn. Da im Beweis des Satzes nur die allgemeinen Ergebnisse
* Endlich erzeugte, torsionsfreie Moduln iiber Hauptiealbereichen sind frei (Lemma[0.22)
* Die Spurform ist nicht ausgeartet (Satz
* Firaller € Lgiltx = 2 mits € Sundr € R

benutzt wurden kann der Beweis der allgemeineren Aussage analog gefiihrt werden.

Definition 4.13 (Diskriminante von Zahlkorpern)
Sei K ein Zahlkorper und sei {w, . .., wy} eine Ganzheitsbasis von O . Wir nennen

2
Dy = d(wy,...,w,) = det ((Ui(wj))lgi,j§n>
mit {o1,...,0,} = Homg(K, C), die Diskriminante von K.

Lemma 4.14 Sei K ein Zahlkorper, dann ist die Diskriminante D g von K unabhdngig von der Wahl
der Ganzheitsbasis.

Beweis. Seien {w;, ..., wy} und {w), ..., w]} zwei Ganzheitsbasen, dann finden wir zu jedem w,

Elemente a; ; € Z mit
n
I
w; = Z A5 Ws
j=1

Ebenso finden wir Elemente b; ; € Z mit

n
z : /

w; = biij]-
j=1

Wir erhalten zwei Matrizen A := (a;;), B := (b; ;) € Matyx,(Z), die zueinander Invers sind, das
heif3t
det(AB) = det(id) = 1

Also konnen beide Matritzen nur entweder 1 oder —1 als Determinante haben. Da K/ Q endlich ist
nummeriere die -Homomorphismen ¢ : K — C durch, dann gilt firalle k = 1,...,n

n
op(w) = > aijor(wy)
j=1

Damit erhalten wir aber

det ((Uk(wj))lgk,jgn) = det(A) - det ((O-k(w;))lgk,jgn)

Also unterscheiden sich die Determinanten hochstens im Vorzeichen. Da die obige Determinante qua-
driert wird, fallt dieser Unterschied wieder weg, daher folgt die Behauptung. O
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Beispiel 12 (Diskriminanten von Zahlkorpern vom Grad 2)
Sei K ein Zahlkorper mit K = Q(\/&) fiir ein quadratfreies d € Z. Wir haben bereits gezeigt, dass

ZIVd  fallsd=3,2 (4)
Or =
K z[¥41] rlsa=1 (1)

Damit erhalten wir als Ganzheitsbases

{1,\/&} fallsd = 2,3 (4)

(57

fallsd = 1 (4)

Die einzigen beiden Q-Homomorphismen von K nach C sind die Identitit und die komplexe Konju-
gation, damit erhalten wir als zu betrachtende Matrizen

Vd+1

1 vdH 1 Vd

1 ( 1 —\/5—4—1 ) und 2,3 ( 1 —\/3)

Wobei natiirlich Ay im Fall d = 1 (4) und Ay 3 im Fall d = 2,3 (4) zu betrachten sind. Es gelten
det(Ay) = —v/dund det(As3) = —2v/d. Damit erhalten wir als Diskriminante

D _ [ 4d fallsd =23 (4)
K= d fallsd =1 (4)

Bemerkung 4.15 Sei p > 2 eine Primzahl. Wir betrachten den von der primitiven p-ten Einheitswur-

27

zel§ = er € C erzeugten Zahlkorper K = Q(&). Es gelten:
(i) Der Ganzheitsring von Q(&) ist Z[€].

(ii) Die Diskriminante von Q(&) ist

D _ pP~2  falls p
Q©) —pP~2  falls p

Beweis. Fiir den Beweis der beiden Teile erinnern wir uns zunéchst an die Algebra Vorlesung. Wir
kennen das Minimalpolynom f; € Z[X]

fo(X) = f(X) = XP 4 XP 24 4+ X +1
xP _1 p—1 ' p—1
= 57 = [ -¢) = [T(x -0
Jj=1 j=1

mit {o1,...,0,-1} = Homg(K,C). Weiter wissen wir, dass {1,£,£2,...,£P~2} die Nullstellen
von X? — 1 sind. Damit sind diese Elemente insbesondere ganz iiber Z. Fiir 1 < r < p — 2 setze nun
= 1—¢&", dann gilt

p—1

Ny () = [[(-0;(€)) = f1) = p

j=1
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Weil fiir alle r € Z, die von p in Z nicht geteilt werden, gilt 0j(¢") = 0;(£)" = (£")? gilt insbeson-

dere fiiralle 1 <r <p—2:
p—1

Fx) = ] (X =o5(6M)

J=1

Behauptung 1 Fiiralle 1 < r < p—2 gilt: w, ist irreduzibel in O, das heifit wenn es zwei Elemente
a,b e Ok mit m, = a - b gibt, so folgt stets, dass entweder a oder b eine Einheit in O ist.

Beweis. Seien a,b € O mit ab = 7., so folgt
p = NE(m) = NE(@ab) = NE(a)- NE®)

Da p eine Primzahl ist, muss entweder Ng (a) = +1 oder N(g (b) = +1 gelten. Somit muss entweder
a oder b bereits eine Einheit in O sein. o

Durch ausmultiplizieren sehen wir, dass firr =1,...,p — 2 gilt
o= m-(1+&+.. +&7h

Da sowohl 7, als auch 7 nach der Behauptung irreduzibel sind, muss (1 + & + ... + 5“1) eine
Einheit in O sein. Damit erhalten wir

p = f(l) = m Mmoo mp = g b1 mit einem ¢ € O (%)

Behauptung 2 Sei ¢ € 7Z eine Zahl, die von m := m in Ok geteilt wird, dann wird c in Z von p
geteilt. In Formeln:
mlcin Ok = plcinZ

Beweis. Wenn 7 die Zahl ¢ in O teilt, dann wird die Norm von ¢ in Z von der Norm von 7 geteilt.
Es gelten Néf (r) = pund Ng (c) = cP~1. Damit folgt die Behauptung aus der Primeigenschaft
von p. o

Behauptung 3 Fiir alle r € Z gilt fiir die Spur

o —1 fallsT # 0 (p)
Trg(E) = {p_1 fallsT = 0 (p)

Beweis. Wir betrachten die beiden Fille
(r = 0 (p)): Indiesem Fall ist " = 1. Es gilt also
Tr§ () = Trg(1) = [K:Q] = p—1
(r Z 0 (p)): Indiesem Fallist f(X) = XP~'+ XP~24 ...+ X +1 das Charakteristische Polynom

von & iiber K. Alle Koeffizienten des Polynoms sind 1, also insbesondere der Zweithochste.
Mit Bemerkung [4.2] Teil 4 gilt dann

Tr(g(fr) = —ap— = —1
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Jetzt haben wir alles beisammen um Teil (i) zu beweisen: Sei x € O, dann ist
r = at+af+...+ ap_lfpfl mit Elementen a; € Q

Mit der zuvor bewiesenen Behauptung [3| gelten dann
p—2
K
Trg (Ex) = —Zaj
§=0

-2
Trg(fra:) = (p—l)ar—pZaj firr=1,...,p—2
2
Aus diesem beiden Gleichungen erhalten wir
Tr(g(frx—fx) = pa, firr=1,...,p—2
Da wir nun iiber Z sind gibt es Elemente by, ..., b,_2 € Z mit
px = by+bi+...+by1PT
Substituiere £ = 1 — 7 und erhalte
p-xr = cg+tem+...+ cp_17rf"_1 mit Elementen ¢; € Z

Also gilt, dass 7 das Produkt p - z in O teilt. Also teilt 7 insbesondere auch das ¢y in O . Mit
Behauptung 2| folgt dann, dass p das ¢ in Z teilt, das heit es gibt ein ¢{, € Z mit p - ¢{; = ¢o. Damit
gilt

plr —cp) = 7['(61 4+ com+ ...+ cp_gﬂp*:gcp_g)

Nun gilt nach (%) aber, dass p von 7°~2 in O geteilt wird, also teilt 7 auch die Summe ¢ +mea+. . .+
cp—omP —3 in O Dann teilt 7 insbesondere das Element ¢; in O Als folgt wieder nach Behauptung
p teilt ¢q in Z.

Diese Argumentation wiederholen wir nun immer wieder und erhalten schlieBlich, dass die Primzahl
p jedes ¢; teilt. Dann muss aber x € Z[¢] gelten.

Fiir den Nachweis von Teil (ii) fehlt uns noch eine Aussage, die wir als Ubungsaufgabe stellen:

Ubungsaufgabe 2 Sei oo € C, dann betrachte den Zahlkorper K := Q(«.) iiber Q.
Sei [K : Q] = nund sei f € Q[X] das Minimalpolynom von « iiber Q. Zeige: Dann gilt

ne1y [ +NE(f(@) fallsn = 0,1 (4)
AL 0" = {—N%(f’(a)) falls n. =

wobei f'(«) die formale Ableitung von f an der Stelle « sei.

|
u[\D
w
—
N
SN—

Mit dieser Ubungsaufgabe erhalten wir zunichst

Dk = d(1,&...,&7 Y e { £NF(F©) }
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Betrachten wir zunéchst die Ableitung des Minimalpolynoms

XP -1 »
f(X) = (XP—1) = f(X)-(X-1)
X -1
= pXPTh = f(X)+ (X - 1) f(X)
= p&h = (1) f(X)
per!
= (X)) =
Damit erhalten wir
NE(F©) = Lo =
b N (m)
Betrachten wir nun die Fallunterscheidung aus der Ubungsaufgabe folgt
D _ pP=2 fallsp = 1 (4)
Q) — —pP~2 fallsp = 3 (4)
Denn die Fille p = 0 (4) und p = 2 (4) konnen wegen p > 2 nicht auftreten. O
Anmerkung Diese Bemerkung zeigt implizit:
Q(yp) fallsp =1 (4)
D)
Q) 2 { Q(y/—=p) fallsp = 3 (4)

Bemerkung 4.16 Sei R ein Hauptidealbereich und K = Quot(R) sein Quotientenkérper. Seien
weiter LK eine endliche separable Kirpererweiterung und S der ganze Abschluss von R in L.
Wiihle eine K-Basis {a1,...,an} C Svon L. Setze D := d(ay, . .., o), dann gilt

1
Roi®.. ®Ray, C S C E(Ral@...GBRan)
Beweis. Sei {a],...,a}} die zu {1, ..., a,} beziglich der Spurform 7% orthogonale Basis. Wir
haben bereits im Beweis von Satz gezeigt, dass fiir ¢ € R\{0}, mit der Eigenschaft ¢ - o} € S

firalle: =1,...,n,gilt

1
Roi&®...® Ray, C S CE(ROQ@...@RO(”)

Wir wollen im folgenden also zeigen, dass D = d(ax, ..., a,) diese Eigenschafen hat. Setze dazu
a:= (a1,...,a,) und * := (af,...,qa;). Es gibt eine Basiswechselmatrix A = (a; ;) € Gln(K)

mit o* = Aq also gilt

n
Oé;k = Zaz’ja‘j fﬁrallei:L...,n
7=1
n
= opa; = Zai,j'ajozk furallei,k=1,...,n
j=1
n
= 0ir = Trf((oz;"ozk) = Z a;j - Trﬁ(ajozk) firallet,k=1,...,n
j=1
I -1
= A = <(TTK(aiak))1§i,k§n>
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Lemma Sei n € N und R ein kommutativer Ring, dann gibt es fiir 1 < 1,7 < n Polynome
P@j(&) € Z[XLla oo 7X17n7 X2,17 ) Xn,n]

So dass fiir alle Matrizen A € Mat,,x,,(R) gilt

A+ (Py(x)) — det(A) - id,

1<i,j<n

wobei id,, die n X n-Einheitsmatrix bezeichne.

Beweis. Einen Beweis mit einem Korper K finden Sie in géniger Literatur zur Linearen Algebra.

Mit diesem Lemma finden wir Polynome P, ;(X) so dass gilt

-1
A = ((TTIL{(aiak))lgi,kgn>
_ == € Matnxn
det ((T?“f((aiak))lg,kgn>

Also hat A Eintrége aus %R und damit folgt die Behauptung. O

1
D

R)

Satz 4.17 Seien L und K endliche Zahlkorper iiber QQ mit
KL:Q = [K:Q)-[L:Q

das heifit es gilt K N L = Q. Sei weiter d = ggT(Dg, Dy) der grofite gemeinsame Teiler der
Diskriminanten von K und L. Dann gilt

Orx < %'OK'OL

Insbesondere gilt, falls Dy und Dy, teilerfremd sind,
Ok = Ok -0y

Beweis. Seien {a, ..., a;,} eine Z-Basis von O und {f1, ..., 5,} eine Z-Basis von O, dann ist
{aiBjli=1...m A j=1...m} eine Q-Basis vom Kompositum LK. Mit dieser Uberlegung hat
jedes a € O eine Dartstellung der Form

m n
mij .
a = ZZ — ;3 mit r,m;; € Z und ggT (r,ggT(m;;)) =1
i=1 j=1
Behauptung Das r aus dieser Darstellung teilt D

Beweis. Ohne Einschrinkung sei KL C C. Wegen der Voraussetzung K N L = Q gibt es fiir alle
o € Homg(K, C) eine Fortsetzung ¢ € Homgq(K L, C) mit 5, = o und 5|, = id. Damit gilt fiir
alle 0 € Homg(K, C)

gla) = ZZ m;j -Bj-o(a;) = sz -0 (o)
i=1

i=1 j=1
S
=:1x; €L
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Nummeriere nun die Einbettungen o € Homg (K, C) = {o1,...,0y,} undsetze A := (o) (;))
Es gilt

1<i,k<m’

Tn on ()

Denn wegen det(A)? = Dy # 0 ist A invertierbar. Mit dem im vorangegangenen Beweis zitierten
Lemma gibt es sogar eine Matrix A’ € Mat,, x, (O ) mit

1 A
det(A)
Also gibt es fiiralle: = 1, ..., m ganze Elemente §; € Ok, mit

L > Dg-x; = 5,det(A) e Ok,

Das heif3it aber, dass D - z; fiiralle s = 1, ..., n sowohl im ganzen Abschluss von Z in K L als auch
in L liegen, also gilt Dg - x; € Op firalle ¢ = 1, ..., n. Nach Definition der z; gilt also

" miijK
Di -z = ZT'ﬁj €Or

j=1
Da {f1,. .., Bn} eine Ganzheitsbasis von Oy, ist mit 7 das die Produkte m; ;D furallej =1,...,n
und alle 7 = 1, ..., m teilen. Also teilt r den groBten gemeinsamen Teiler der m; ; und D . Da wir r
gerade so gewihlt haben, dass  und ggT(m; ;) teilerfremd sind, muss r also D teilen, o

Aus Symmetriegriinden teilt » dann auch Dy, also teilt  den groBten gemeinsamen Teiler d von D
und Dy,.
Insgesamt haben wir gezeigt: Ist « € O, so gilt

23S iy € Ok -0 € =00
a Ti:1j:1mw a;f3; - Ok 0L € 2 0k-0Op

Lemma 4.18 Sei V ein n-dimensionaler Q-Vektorraum und
(,):VxV = Q

eine nicht ausgeartete Bilinearform. Sei weiter M ein endlich erzeugter Z-Modul mit der Eigenschaft,
dass es fiir jedes v € V ein X\ € Q\{0} so gibt, dass \v € M ist, und sei N C M ein Untermodul
mit

rgz(N) = rgz(M) = dimg(V)
Seien schlieflich d(M ) und d(N) die Diskriminanten von M und N beziiglich (-,-), also

d(M) = det <((vi,vj))1§i7j§n)

mit M = Zv1 @ ...3D Zvy,. Dann gilt



Beweis. Nach dem Elementarteilersatz (Satz[0.24) gibtes d1, ..., d, € Z mit
e d;teiltd; fiiralled,j = 1,...,nmits < j.
e N =Zdivi®...07Zdyv,

Bezeichne D := diag(dy,...,d,) die n x n-Diagonalmatrix mit den Diagonaleintrigen d; bis d,,,
dann gilt

d(N) = det <D (W 0)) sy D) = (di-... dp)?-d(M)
Weiter gilt

(M:N) = ti(M/N> - ﬁ(Z/d1®-~®Z/dn) — di-...-dy

O
Lemma 4.19 Sei K ein Zahlkirper und {0} # a C K ein endlich erzeugter O i -Modul, dann gelten
a) aist ein freier Modul vom Rang rgp, (a) = [K : Q] = n.
b) Ist o' C a ein Untermodul mit {0} # a, dann ist
da) = (a:d)?-d(a)
mit d(a') := d(aq, ..., ) fiir eine Ok Basis {aq,...,a,} von a.

Beweis. Der Modul a ist als Untermenge eines Zahlkorpers torsionsfrei iiber Z. Da a endlich erzeugt
ist gilt dann
a @ 78 = 7"

Weiter ist a ®7 Q wegen a C K ein Q-Untervektorraum von K. Damit gilt m < [K : Q|. Anderer-
seits wihle ein € a \{0}, dann ist

Ox 2y — 2y € a
injektiv und damit gilt insgesamt
m = rg(a) > 1g(Ok) = [K:Q] > m

Fiir den zweiten Teil stellen wir fest:

¢ rg(a’) = rg(a) nach a), denn auch ' ist endlich erzeugter O x-Modul

¢ K ist ein n-Dimensionaler Q-Vektorraum und die Spurform Tr(g ist nicht ausgeartet auf K.

* Fiirjedes k € K gibtesein A € Q mit Ak € a
damit folgt die Behauptung aus Lemma[4.18] O

Folgerung 4.20 Sei K ein Zahlkorper mit [K : Q] = n. Sei weiter {c1, ..., an} C Ok eine Q-Basis
von K mit iiber 7. ganzen Elementen o;. Es gilt:
Istd(aq, ..., an) quadratfrei, soist Ox = Zay @ ... D Loy,

Beweis. Die Inklusion Z oy @ ... @ Z o, € O ist klar. Nach Lemma gilt dann
d(al,... ,Oén) = (OK 2ol D... @Zan)Q . d(OK)

wenn d(aq, . .., ay,) quadratfrei ist muss (OK Lo B ...PDZ an) = 1 gelten und damit folgt die
Behauptung. O
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S5 Dedekindringe

Wir wissen, dass in allgemeinen Ringen die Zerlegung eines Ringelemntes in seine Primfaktoren nicht
eindeutig sein muss. Wir haben bereits in der Einleitung im Beispiel [T] gesehen, dass auch Zahlringe
hiervon keine Ausnahme bilden. In diesem Abschnitt wollen wir einen Ersatz fiir die eindeutige Zer-
legung in Primelemente finden. Ziel ist also der

Satz (Satz von Kummer)
Sei K ein Korper und QO sein Ganzheitsring, dann gilt: Jedes Ideal a <1 O i mit a # 0 ldsst sich (bis
auf Reihenfolge) eindeutig faktorisieren als

a = Q1 ... @O mit p € Spec(Ok)

Anstatt also eine Zahl in ihre Primbestandteile zu zerlegen, zerlegen wir Ideale in Primideal-Bestandteile.
Dazu betrachten wir eine spezielle Sorte von Ringen

Definition 5.1 (Dedekindring)
Sei R ein Integritditsring. Wir nennen R einen Dedekindring oder dedekindsch, wenn die folgenden
Bedingungen erfiillt sind

(D1) Alle Ideale sind endlich erzeugt. (Das heifit R ist noethersch)

(D2) Jedes Primideal von R ausser dem Nullideal ist maximal. (Das heif3t die Krull-Dimension von
R ist Eins)

(D3) R ist ganz abgeschlossen in Quot(R).

Satz 5.2 Sei K/ Q eine endliche Erweiterung, dann ist O dedekindsch.

Beweis. Wegen O C K ist klar, dass O ein Integrititsring ist. Wir miissen also die drei Bedin-
gungen der Definition nachpriifen. Da K/ Q endlich ist, ist der Ganzheitsring O i von K ein endlich
erzeugter Z-Modul. Weil Z noethersch ist, sind alle Ideale von O als Z-Moduln endlich erzeugt. Da
O selbst endlich iiber Z ist, sind alle Ideale von O g endlich erzeugte O i -Moduln, also folgt (D1).
Sei p € Spec(R)\{(0)} und a € p\{0}, dann gilt

Z > N§(a) = [I o e@cyp
o€Homg(K,C)

Also gibt es eine Primzahl p € Nmit p N7Z = (p). Seinun O = Zay @ ... D Z o, dann ist
Ok, 0, = Fm@.. 0F,a,

und die Abbildung
OK/p O — O/,

ist surjektiv. Also ist V' := OK/p ein [F,-Vektorraum endlicher Dimension. Insbesondere hat V' als
endlichdimensionaler Vektorraum iiber einem endlichen Korper nur endlich viele Elemente.

Behauptung V' = OK/KJ ist ein Korper.

Beweis. Sei z € V'\{0}. Da V endlich ist muss sich die Folge =, 2%, 23, . .. irgendwann wiederholen,
also gibtes 7,7 € Nmit¢ < j und z* = x7. Da V' als Faktor von einem Ring nach einem Primideal
ein Integrititsring ist, folgt nun z°~7 = 1, also ist = eine Einheit. o
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Diese Behauptung liefert den Nachweis von (D2).

Sei z € Quot(Ok). Genau dann ist x ganz iiber OO, wenn das Minimalpolynom von z iiber Q
ganzzahlige Koeffizienten hat, also aus Z[X] ist. Das heifit aber, dass z € Quot(Ox genau dann ganz
tiber Ok ist, wenn « € O liegt und Ok der ganze Abschluss von Z in K ist. Also ist O ganz
abgeschlossen und damit folgt (D3). d

’ Ab jetzt bezeichne R stets einen Dedekindring und K := Quot(R) seinen Quotientenkorper.

Lemma 5.3 Sei a <R mit a # (0) ein Ideal, dann gibt es vom Nullideal verschieden Primideale

©15- -, or € Spec(R)\{(0)} mit
a2 P pr

Erinnerung Gemeint ist hierbei natiirlich das Produkt von Idealen, das heif3t seinen a, b <R, dann ist

N
a-b = {Zalbz
=1

Isnbesondere fiir Hauptideale a = (a) und b = (b) gilt (a) - (b) = (ab).
Beweis. Wir betrachten die Menge von Idealen, fiir die das Lemma nicht gilt, und wollen zeigen, dass
diese leer ist. Sei dazu

NEN/\aiECl/\biGb}

S := {a<R| a# (0)und a enthilt kein Produkt von Primidealen ungleich Null }

Angenommen S sei nicht leer. Da R noethersch ist enthélt jede nicht leere Familie von Idealen ein
maximales Element beziiglich der Inklusion ,,C*. Sei a dieses maximale Element von S. Dieses Ele-
ment ist kein Primideal, denn a C a und a enthilt kein Produkt von Primidealen. Dann gibt es aber
r,s € R\ amitr - s € a. Mit diesen Ringelementen bilden wir neue Ideale (r) + a und (s) + a, die
je echt groBer als a sind, fiir deren Produkt aber gilt

(M +a)-((s)+a) = (rs)+a = a (%)

Da wir a als das maximale Element in S gewihlt haben und () + a sowie (s) + a echt groBer als a
sind gibtes ©1,..., 01,91, --,qx € Spec(R)\{(0)} mit

1. C(r)+a und q;-...-q; C (s)+a
Wegen (x) folgt dann aber sofort
PLo o C
Also ist a ¢ S was ein Widerspruch ist. Somit muss S leer sein. O

Lemma 5.4 Sei a <R ein Ideal mit a # (1), dann gibtes ein v € K\Rmita-a C R

Beweis. Ohne Einschrinkung sein a # (0), sonst ist die Aussage trivial. Seien also a € a\{0} und
reN minimaﬂ sodass @1 - ... o C (a) fiir Primideale p; € Spec(R)\{(0)}.

Jedes Ideal ist in einem maximalen Ideal enthalten, also gibt es insbesondere ein maximales Ideal
p € Spm(R) mit (a) C a C p.

?Betrachte (6) 2 (2) - (3) aber (3) € (6) und (2) Z (6)
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Behauptung p O g; fiireini € {1,...,r}
Beweis. Angenommen diese Behauptung gelte nicht, dann existierte zu jedem¢ = 1...7r eina; € p;
mit a; ¢ p aber

T
[T € orvon € (@) € p
i=1

Da p insebsondere prim ist gidbe dann aber ein j € {1,...,r} mit a; € p was widerspriichlich ist.
o

Ohne Einschriankung gelte p; C p. Da R ein Dedekindring ist folgt aus Eigenschaft (D2), dass g1 = p
ist. Weiter ist wegen der Minimalitét von r das Produkt o9 - ... - o, nicht in (a) enthalten, daher gibt
eseinb € pg- ... o, mitb ¢ (a). Damit haben wir ein Element o := g € K\R gefunden, das die
Behauptung « - a C R erfiillt, denn % - a ist genau dann Teilmenge von R, wenn b - a Teilmenge von
(a) ist. Nach Wahl von b gilt

bpr C p1-p2-...-or S (a)

und wegen a C p = p; gilt weiter b - a C bgp;. O
Satz 5.5 Sei a <R ein Ideal mit (0) # a und sei weiter o € a\{0}. Setze

b == {BeR|BaC (o)}
Dann giltb-a = ().

Beweis. Durch das Nachrechnen der Idealaxiome folgt, dass b ein Ideal ist. Nach Definition von b gilt
sofort die Inklusion b-a C (o). Wir miissen also nur noch die andere inklusion zeigen. Setze dazu
¢:=Lba,dannistc C R.

=a
Fall I (¢ = R): In diesem Fall folgt die Behauptung sofort.
Fall II (¢ # R): In diesem Fall gibt es nach Lemma ein Element v € K\R mity - ¢ C R. Es

gelten
blc¢ = vbCycCR und vyeCR & ~vba C (o)

Also ist yb C b. Da b ein endlich erzeugtes Ideal von R nach (D1) ist, ist b ein endlich
erzeugter R-Modul. Mit Satz[2.3]ist -y also ganz iiber R. Da R ganz abgeschlossen ist, heiit das
v € R. Dies ist ein Widerspruch, da v aus K\ R gewihlt wurde.

Da der zweite Fall nicht auftreten kann, ist der Satz bewiesen. O

Folgerung 5.6 Seien a,b, ¢ <R Ideale mit a # (0), dann gilt
a-b =ac¢c = b=c

Beweis. Seien o € a\{(0)} und o’ := {8 € R } Ba C (a)}. Nach dem vorangegangenen Satz gilt
dann o - a = (), also folgt
ab = dab = dac = ac

Da Dedekindringe Integrititsbereiche sind, folgt damit die Behauptung. O
Definition und Folgerung 5.7 (a teilt b)

Seien a, b <R zwei Ideale. Wir sagen a teilt b und schreiben a | b, wenn es ein Ideal c <R mitb = a-¢
gibt. In Dedekindringen gilt: Genau dann wird b von a geteilt, wenn b C a ist.
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Beweis. Angenommen es gibt ein solches ¢ <R, dann gilt
b =ac¢cC aR =a

Wir wollen nun die andere Implikation betrachten. Im Sonderfall a = (0) folgt sofort, dass auch
b = (0) ist. Damit ist ¢ := (0) ein Ideal, mit der gesuchten Eigenschaft. Im Hauptfall sei o € a\{0}.

Wir setzen wieder @’ := { BER ‘ BaC (a)}. Die Voraussetzung b C a liefert zusammen mit Satz
5.5
adb C da = (a)

Mit Folgerung [5.6] gilt

!/

a-c¢ = a9, b = b

(6

fir c:= 1 ab<R. O

Wir sind nun in der Lage den als Ziel vormulierten Satz zu beweisen:
Satz 5.8 Sei a <R ein Ideal mit (1) # a # (0), dann gibt es 1, . .., o, € Spec(R)\{0} mit

a = ©O1..." ©Or
und die p; sind bis auf Reihenfolge eindeutig bestimmit.

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Existenz. Dafiir betrachten wir wieder die Famile der Ideale aus R
fiir die der Satz nicht stimmt und wollen zeigen, dass diese leer sein muss. Sei also

S = {a<R|(1) # a# (0) und a hat keine Zerlegung in Primideale }

Angenommen S wire nicht leer, dann hitte S ein maximales Element a beziiglich der Inklusion ,,C*,
denn R ist insbesondere noethersch. Unter dieser Annahme gébe es ein maximales Ideal p € Spm(R)
mit a C p und a # p da sonst a nicht aus S wire. Mit Folgerung[5.7] géibe es dann ein b <R mit

a =9p-b und aCb

Da a als das maximale Element von S gewéhlt wurde, wire b kein Element von S. Wir finden also
eine Zerlegung 1, . .., pr € Spec(R)\{(0)} mitb = @ - ... p,. Dann erhielten wir aber mit

a = pb = pPpPr-... Pr

eine Zerlegung in Primideale von a. Damit wire a ¢ S was ein Widerspruch ist.

Wir wollen nun die Eindeutigkeit zeigen. Dazu seinen py,...,p,,qq, ..., qs € Spec(R)\{(0)} Prim-
ideale mit

PreevooPr = Ao G

Mit Folgerungist dannp; D q;-...-", also gibt es wegen der Primeigenschafteini € {1,...,s}
mit p; D g;. Da R dedekindsch ist, sind beide Primideale maximal, und somit folgt p; = g,. Ohne
Einschrinkung sei ¢ = 1 (Ansonsten nummeriere die q; entsprechend um), dann ist

PP P = P10

Mit Folgerung [5.6] gilt dann
oo P = G200 G

Wiederholen wir diesen Schritt insgesamt r mal folgt r = sund p; = q, fiiréi =1,...,7. O
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Beispiel 13 Sei R = Z. Wir wissen, dass 7 ein Hauptidealring ist. Fiirn € Z~ gilt
(n) € SpecZ < Z/(n) ist Integritétsring < n ist Primzahl
Damit erhalten wir in diesem Fall die gewiinschte Ubereinstimmung der beiden Faktorisierungen,

denn n hat genau dann die Primfaktorzerlegung n = (+1)-py - ... - p,, wenn das Hauptideal (n) die
Faktorisierung (n) = (p1) - ... - (py) besitzt.

Beispiel 14 Sei K = Q(v/—5) dann ist O = Z[\/—5|, denn —5 ist kongruent zu 3 modulo 4.
Anhand von

21 = 3-7 = (4+V5)-(4—V5)
sehen wir, dass wir keine eindeutige Primfaktorzerlegung erhalten. Wir wollen nun das Hauptideal
(21) betrachten. Dazu setze

o1 = (3,14+v-5) o2 = (3,1 —+/=5)
o3 = (7,34+V=5) o4 := (7,3 —v/=5)

Wir wollen zeigen, dass diese Ideale Primideale sind. dabei nutzen wir die Isomorphie
—r ~ ZL[X]
ZIv=5l = T x2 45

aus. Um zu zeigen, dass die ersten beiden Ideale prim sind, betrachten wir den Ganzheitsring modulo
3. Mit der obigen Isomorphie erhalten wir

Z[\/T5]/(3) ~ Fg[X}/(X2+5)

In F3[X] konnen wir das Polynom X2 + 5 weiter zerlegen. Es gilt
X245 = X?—1 = (X-1)(X+1)  in F3[X]
Wir konnen nun die Isomorphiekette weiter Fortsetzen zu

Z[\/T5]/(3) ~ Fg[X]/(X2+5) > FlX) < B ) 2 FaxE

Damit sind (3, X +1),(3, X —1)< Z[X ]/( X2 1 5) primideale. Diese korrespondieren via des oben
angegebenen Isomorphismus X +— /—b zu den Idealen 1 und po. Es gilt
p1-p2 = (3,1+V-5)-(3,1-v=5) = (3°,3(V=5+1),3(vV-5-1),-5-1) = (3)

Nun wollen wir zeigen, dass auch die anderen beiden Ideale prim sind, dazu betrachten wir den
Ganzheitsring modulo 7 und stellen mit der in F7[X| giiltigen Zerlegung X +5 = (X —3)(X +3)
fest, dass

Z[\/?5]/(7) ~ FlX) (X2+5) = T x =y < T x4

Wie gerade erhalten wir, dass (7,X —3),(7,X 4+ 3) < Z[X]/(Xz +5) primideale sind. Betrachten
wir nun das Produkt der beiden Ideale (3 und g4 erhalten wir

p3-p1 = (71,3+V=5) - (1,3—-V=5) = (7, 7(vV=5-3)(V=5+3),-5-9) = (7)
Und damit haben wir die eindeutige Faktorisierung in Primideale

(21) = B)-(7) = p1-p2- 93 P4
gefunden.
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Satz 5.9 (Chinesischer Restsatz)
Sei A ein Ring und a1, . .., a, <A Ideale von A mit a; + a; = A fiir i # j. Dann ist die Abbildung

(p:A — A/a1><"'><A/an
a — (a+a,...,a+ay)

ein surjektiver Ringhomomorphismus mit Ker(p) = ayN...N a,. Insbesondere gilt

A ~ A A
Aan...na,) = Vag XX,

Beweis. Die Homomorphieeigenschaft und Wohldefiniertheit ergibt sich komponentenweise aus den
natiirlichen Projektionen. Nach Voraussetzung ist a; +a; = A fiiralle j = 2,...,n. Damit gilt

a1+(agﬂ...ﬂan) = A

Ohne Einschrinkung kann also angenommen werden, dass n = 2 gilt. Wegen der Voraussetzung
a; +as = A gibt es Elemente a1 € a; und as € as mit a; + ae = 1. Dann gilt firalle z € A

r = x-a1+x-a2
A
cay € az

Wegen a; + a; = a; und aj + a; = 1 + q; fiir s € {1, 2} gelten

ola1) = (a1 +a,a1+a) = (04ar,1+ag)
plaz) = (aa+a,a2+a2) = (14+a1,0+az)

Mit diesen Elementen konnen wir zu jedem (b1 + aj, by + a2) € A/a1 X A/a2 ein Urbild beziiglich
 angeben, denn ¢ ist ein Ringhomomorphismus. O

Definition 5.10 (Grofter gemeinsamer Teiler und kleinstes gemeinsames Vielfaches von Idealen)
Seien a,b <R Ideale. Ein Ideal ¢ <R heift

* grofiter gemeinsamer Teiler von a und b, wenn ¢ sowohl a als auch b teilt und wenn, wann
immer ein weiteres Ideal ¢ <\R die beiden Ideale a und b teilt, dann teilt ¢’ auch c. In Formeln

¢ = ggT(a,b) & [(c]a/\c\b) A (Vc’<lR:(c’\a/\c’]b):&c’]c)}

* kleinstes gemeinsames Vielfaches von a und b, wenn sowohl a als auch b das Ideal ¢ teilen und
wenn a und b ein weiteres ldeal ¢’ <\R teilen, dann wird ¢’ auch von ¢ geteilt. In Formeln

¢ = kgV(a,b) & [(a\c/\b]c) A (Vc’QR:(a\c’/\b\c’):c]c’)}

Wie in den Formeln bereits genutzt schreiben wir wie bei Zahlen auch ggT(-,-) und kgV (-, ).

Anmerkung Diese Definition entspricht genau der Definition der entsprechenden Eigenschaften fiir
Zahlen.

Lemma 5.11 Seien a,b <R Ideale. In Dedekindringen gilt
ggT(a,b) = a+b und kgV(a,b) = anb

Beweis. Nach Folgerung[5.7] gilt in Dedekindringen: ¢ teilt genau dann a, wenn a C c ist. Es gelten:
- a+ b ist das kleinste Ideal in R, dass a und b enthilt.
- anb ist das grofite Ideal in R, dass in a und in b enthalten ist. O
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Folgerung 5.12 Zwei Ideale a, b <|R sind genau dann Teilerfremd, wenn a+b = (1) = R gilt. O

Bemerkung 5.13 Seien a, b <\R zwei ldeale, dann finden wir nach Satz |5.8| paarweise verscheidene
Primideale 1, . .., ps € Spec(R)\{(0)} so dass wir a und b zerlegen kénnen in

a = p"-...-p° und b = pil'...'pgs

mit Exponenten a;,b; € No := NU{0}. Wir erhalten dann auch Darstellungen fiir den griften
gemeinsamen Teiler und das kleinste gemeinsame Vielfache als

ggT(a,b) = " ... o mitm; := min{a;, b;}
kgV(a,b) = piwl o piws mit M; := max{a;, b;}

Folgerung 5.14 Seien a, b <R zwei teilerfremde Ideale, dann ist a-b = anb.

Beweis. Betrachte die Zerlegungen fiir a und b sowie fiir das kleinste gemeinsame Vielfache aus
Bemerkung Wenn a und b teilerfremd sind, ist entweder immer a; = 0 oder b; = 0, also ist

kgV(a,b) = a-b
Mit Lemma|[5.11] folgt nun die Behauptung O

Folgerung 5.15 Seien a4, ..., a, <R paarweise Teilerfremde Ideale, dann gilt
R ~ R R
/(al"'an) — /a1><...>< /an

Beweis. Mit dem Chinesischen Restsatz[5.9)und der soeben gezeigten Folgerung [5.14]ist bereits alles
gezeigt. |

Definition und Satz 5.16 (Die absolute Norm)
Sei K/ Q eine endliche Erweiterung sowie a <\ O ein Ideal mit a # (0). Dann enthdlt OK/a nur
endlich viele Elemente. Wir definieren die absolute Norm von a durch

N(@) = N() = 1(9%4)

Beweis. Nach Voraussetzung ist a nicht das Nullideal, also gibt es ein o € a \{0}. Aus dem vorange-
gangen Abschnitt wissen wir

Néf(oz) = H ola) € aNQ = anZ
o€Homg(K,C)

also ist insbesondere das Ideal a N 7Z <1Z nicht das Nullideal. Dann gibt es aber ein n € N mit

nZ = (n) = anNZ

Da Og ein endlich erzeugter Z-Modul ist, ist OK/a ein endlich erzeugter Z/n 7, modul. Da aber
Z/n 7, nur endlich viele Elemente enthilt folgt die Behauptung. O
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Lemma 5.17 Sei K/ Q ein endlicher Erweiterungskorper. Seien p € Spec(Ox)\{(0)} ein Primideal
und p € Z eine Primzahl. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) p teilt die absolute Norm von g, also p| N(gp)

(ii) Die absolute Norm von g ist eine natiirliche Potenz von p, also N(p) = pf mit f €N
(iii) Esgilt pNZ = pZ = (p)

(iv) p teilt das von p in O erezugte Ideal, also p|p O.

Beweis. Da p ein Primideal ungleich Null in einem Dedekindring ist, ist o ein maximales ideal. Damit
ist OK/Q ein Korper. Mit der Einbettung

A =2 0g < 98

folgt, dass p N Z ein von Null verschiedenes Primideal in Z sein muss, denn A ist notwendig ein
Integrititsring. Wir wissen, dann gibt es eine Primzahl p € Z mit (p) = ¢ N Z. Nach Satz ist
OK/W endlich tiber Z/p 7 =: Fp erzeugt. Es gilt nun

t(O%%) = o mitf=[0K, R
Damit haben wir bereits (i)<(ii)<(iii) gezeigt. Fiir den letzten Punkt betrachte
plpOx < pOkCp & peEPNZ < (p)=pNL

a

Anmerkung Mit diesem Beweis haben wir nicht nur die Aquivalenz der vier Aussagen gezeigt, son-
dern auch, dass es zu jedem Primideal undgleich Null in O eine solche Primzahl gibt.

Im néchsten Schritt wollen wir zeigen, dass die absolute Norm multiplikativ ist. Dazu benétigen wir
aber noch die Theorie der gebrochenen Ideale. Ideale, die wir in Zukunft auch ganze Ideale nennen
werden, konnen wir als Untermodul des Rings auffassen, wenn wir den Ring selber als einen Modul
tiber sich selbst betrachten. Da wir zur Zeit nur Dedekindringe betrachten, ist jedes Ideal sogar ein
endlich erzeugter Untermodul des Rings. In Analogie dazu stellen wir die folgende auf. Wir erinnern
noch einmal an die Generalvoraussetzung in diesem Abschnitt: Mit R bezeichnen wir stets einen
Dedekindring und mit KX = Quot(R) seinen Quotientenkorper.

Definition 5.18 (Gebrochenes Ideal)
Ein gebrochenes Ideal a von R ist ein endlich erzeugter R-Untermodul von K = Quot(R), das heif3t

a = RM+...+RN, C K

mit A,..., \ € K.

Anmerkung Die (ganzen) Ideale von R sind natiirlich auch endlich erzeugte R-Untermoduln von K.
Dieses Phanomen kennen wir schon von ganzen Zahlen, die wir ja auch als rationale Zahlen auffassen
konnen.
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Lemma 5.19 Sei a C K ein R-Untermodul, dann ist a genau dann ein gebrochenes Ideal von R,
wenn es ein o € R\{0} so gibt, dass o - a C R gilt.

Beweis. Angenommen a sei ein gebrochenes Ideal, also ein endlich erzeugter R-Modul, dann gibt es
Alyeey Ay € K mit
a =RM+...+ RN, C K

Da K = Quot(R) ist, gibt es ein « € R\{0} sodass a- \; € R fiirallei = 1,...,n gilt. Dieses «

erfiilt die Behauptung.

Andererseits nimm an, o € R\{0} erfiilt die Bedingung o - a C R, dann gibtes z1,...,x, € R mit
aa = Rx1+...+ Rz,

denn R ist ein Dedekindring, also insbesondere noethersch. Damit folgt aber

a = Rﬂ+...+Rx—n
o «

Definition und Satz 5.20 (Gruppe der gebrochenen Ideale)
Sei K = Quot(R), dann heif3t

I(K) = {aC K| a# {0} und a istein gebrochenes Ideal von R }

Gruppe der gebrochenen Ideale in K. Wobei die Gruppenverkniipfung durch

d
a-b = {Zaibi deN/\aiEa/\bieb}

i=1

fiir a,b € I(K) gegeben ist. Weiter ist R € I(K) das neutrale Element und zu a € I(K) ist
a! = {zeK|z-aCR}
das inverse Element.
Beweis. Die Menge [ (K) ist unter der gegebenen Multiplikation abgeschlossen, denn fiir
a = Ray+...4+Ra, und b = Rbi+...+ Rb,

ist

a-b = Zn:iRaibj

i=1 j=1

Insbesondere stimmt die Einschrinkung der Multiplikation mit der uns bereits bekannten Multiplika-
tion der ganzen Ideale iiberein. Es gilt a-R = a = R - a fur alle a € I(K), also ist R das neutrale
Element. Fiir den Nachweis der Existenz inverser Elemente berachte das folgende

Lemma 5.21 Sei a € I(K) ein gebrochenes Ideal. Es gibt ein gebrochenes Ideal b € I(K) mit

b-a=R
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Beweis. Nach Lemma gibtes ein @ € R\{0} mit o - a C R. Wihle ein § € ava mit 5 # 0 und
setze a == {x € R|z-aa C (B)}. Wegen (8) Cavagilta = {z € K|z-aaC (8)} CK.
Nach Satz[5.5] gilt

a(aa) = (B)
Definiere nun
a

B

dann erfiilt b die Behauptung, denn es gilt

b= 2o = {xéK’%a@R} — {yeK|yaCR}

o
bra =—da=
g

Mit diesem Lemma ist alles gezeigt.

Bemerkung 5.22 Wenn o € Spec(R)\{(0)} ein Primideal ist, konnen wir spezielle gebrochene
Ideale betrachten. Aus dem vorangegangenen Satz erhalten wir nun zundchst das Inverse zu ¢ als
gebrochenes Ideal p~' = {x eK ‘ r-pCR } Damit gilt fiirn € N

()" " = (p )" = ()" =@1") =1 =R
Fiir alle natiirlichen Potenzen n € N gelten

1" # ot

2. Es gibt keine ganzen Ideale, die echt zwischen "1

und p" liegen
3. Seia € p"mita ¢ ", dann ist p" = (a) + p" 1
i—1

Beweis. Fiir die erste Eigenschaft nimm an @ und °~! wiren gleich, dann gilt

Boi — pi—l o pi_p—l — pi_l-pi o o = R

was ein Widerspruch ist, denn g ist ein Primideal. Auch die zweite Eigenschaft beweisen wir indirekt.
Nimm also an, es giibe ein b <\R mit p'*! C b C ', dann folgt wie oben

pGbp 'CR

Aber R/p ist ein Korper, denn g ist als Primideal eines Dedekindrings maximal. Die dritte Aussage
folgt aus den ersten beiden. O

Lemma 5.23 Da R nach Voraussetzung dedekindsch ist, gilt Spec(R)\{(0)} = Spm(R), denn alle
von Null verschiedenen Primideale sind maximal. Die folgende Abbildung ist ein Isomorphismus
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Beweis. Die Abbildung ist wolhdefiniert, denn jedes Tupel (vp)pespm( g) enthilt nur endlich viele
Eintridge ungleich Null. Wir miissen nun noch zeigen, dass jedes von Null verschiedene gebrochene
Ideal a € I(K) sich als eindeutiges Produkt von Primidealpotenzen schreiben lisst. Sei also a € I(K)
ein gebrochenes Ideal mit a # (0), dann gibt es ein o € R, so dass «va <R ein ganzes Ideal ist. Nach

Satzgibt es dann dis- -+ qnvph tee apm S Spm(R) mit
(OZ) :qaﬂlq:" und aa:qiflpzn

mit natiirlichen Zahle v;, w; € N. Damit erhalten wir eine Darstellung

w —Wn

a = q; g, gt

Wir konnen also jedes a € I(K) als Produkt von Primidealpotenen darstellen. Diese Aussage ist
gleichbedeutend mit der Aussage, dass die im Lemma vormulierte Abbildung surjektiv ist.
Betrachte nun zwei gleiche Produkte:

I » = 1] a*

peSpm(R) qeSpm(R)

c T T e- e I
peSpm(R) peSpm(R) qeSpm(R) qeSpm(R)
vp>0 vp<0 wq>0 wq<0

e I Maw- I I e
peSpm(R) qeSpm(R) qgeSpm(R) peSpm(R)
vp>0 wq<0 wq>0 vp<0

Damit folgt die Injektivitidt der Abbildung aus der eindeutigen Faktorisierung fiir ganze Ideale nach

Satz[5.8 O
Lemma 5.24 Sei p € Spm(R) undn € N, dann ist @n/@n_u ein eindimensionaler R/p Vektorraum.

Beweis. Nach Bemerkung gibteseina € p" mita ¢ " ! und p" = (a)+ p"*!. Damit erzeugt
aber das Bild von a in K"n/anrl den R-Modul pn/pn-u. Die Modul-Skalarmultiplikation faktorisiert

tiber p, also ist pn/pn+1 ein eindimesionaler Vektorraum iiber R/p mit Basis {a + "'}, 0

Folgerung 5.25 Ist fiir o € Spm(R) der Restklassenkirper k(p) := R/KJ endlich, dann gelten

ORI CO R C DRI CON
fiir alle n € N.

Beweis. Nach dem vorangegangen Lemma sind die x(p)-Vektorrdume () und pn/pn+1 isomorph,

damit miissen beide auch gleichviele Elemente haben und es folgt die erste Gleichung.
Weiter gibt es eine natiirliche Surjektion

R, _ R
So/p” /pn+1

*Beachte N # Ny := NU{0}

63



mit Ker(p = ©""/ n. Aus der Gruppentheorie wissen wir, dass fiir eine endliche abelsche Gruppe
G mit Untergruppe }}O gilt

i = 4 (Gp) -t
und damit folgt

(%) = 2 () 1 (7 ) = = s ()

a

Satz 5.26 Sei K/ Q eine endliche Korpererweiterung und seien a,b <t O von Null verschiedene
Ideale, dann gilt
N(a) -N(b) = N(a-b)

Beweis. Wir betrachten zunichst einen Spezialfall: Sind a und b teilerfremd, so gilt
Or/pp = 984 x0k4

nach Folgerung [5.15] Damit ist indesem Spezialfall nichts weiter zu zeigen.

Da O dedekindsch ist, konnen wir die Ideale a und b in Primideale faktorisieren. Wegen des oben
schon gezeigten Spezialfalls geniigt es also den Satz fiir Potenzen von Primidealen zu zeigen, das
heilit wir zeigen:

N(g*) = (N(p)*  mitp e Spec(Ox)\{(0)} und k € N
Behauptung 1 Sei a € OK/pk. Ist a keine Einheit, so gilt a € p/pk'
Beweis. Aus = € £/ oF folgt stets 1 — 2 € O, denn es gilt
I-z)1+z+22+.. . +2F) = 1-2F =1 inOK/pk:

Fiira € OK/ oF mit bezeichne a € OK/p die Aquivalenzklasse. Gilt @ # 0 so gibt es ein b € OK/ oF
mit Aquivalenzklasse b € OK/@ und ab = 1. Also ist a - b kongruent 1 modulo . Das heifit es gibt

X
einu € (OK/ pk) mit ab = u und damit ist insbesondere
a-(bu™') =1 in OK/pk:

also ist a eine Einheit. o

Behauptung 2 OK/ oF ist ein Hauptidealring

Beweis. Sei a € OK/pk. Nach Bemerkung [5.22| Teil 1 gibteseinn € {1,...,k — 1} mit

+1
aep”/pk und ae,‘épn/k:

das heiBt "t C b := (a, " ') C ". Mit dem zweiten Teil von Bemerkung gibt es aber kein
Ideal das echt zwischen " +! und ™ liegt, also muss b = ©" gelten. Damit erhalten wir

pn/pk = (a)
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Da alle Ideale in OK/ oF von dieser Form oder Produkte von Idealen dieser Form sind, folgt die

Behauptung.
Sei nun p € Spec(Ox)\{(0)}. Wir miissen zeigen, dass

H(On) = 5 (O0)

gilt. Dies haben wir aber bereits in Folgerung [5.23|fiir einen allgemeineren Fall gezeigt.

Folgerung 5.27 Die absolute Norm ldsst sich zu einem Gruppenhomomorphismus

N: [(K) — Q%
H @v@ —> H ( N(@))U@
pE€Spm(R) p€Spm(R)

Wobei mit Q" die multiplikative Gruppe in Q bezeichnet ist.

6 Die Idealklassengruppe und die Klassenzahl

Definition 6.1 (Cokern)

o

Seien G1,Go abelsche Gruppe und ¢ : G1 — Go ein Gruppenhomomorphismus, dann ist, wegen
der Kommutativitit, $(G1) nicht nur eine Untergruppe von Go sondern sogar ein Normalteiler. Wir

definieren

COkGI‘((ﬁ) = G2/¢(G1)

Definition und Satz 6.2 (Idealklassengruppe/ Klassenzahl)
Sei R ein Dedekindring mit Quotientenkirper K := Quot(R). Die Abbildung

p: K* — I(K)
a — aR

ist ein Gruppenhomomorphismus mit Ker(p) = R*. Wir definieren die Idealklassengruppe von K

als

ClK) := Coker(y)

Weiter setzen wir die Klassenzahl als

hi = HCUK)

Beweis. Mit Satz wissen wir bereits, dass I(K) eine Gruppe mit neutralem Element (1) = R ist.

Weiter gelten
« (a)-(8) = (aB)in I(K) fir a, B € K*

¢ Nach Satz[5.20 sind Inverse von der Form

(o' ={2zeK|z- () CR} =a ' {z€K|]z-RCR} = a 'R

* Genau dannist «R = R, wenn o € R™ ist.
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Bemerkung 6.3 Wir konnen die Klassengruppe CL(K) von einem Zahlkirper K auch auf eine alter-
native Weise einfiihren: Betrachte die Aquivalenzrelation

a~b e JaeK*: a=ab

fiir a,b € I(K). Dann ist

und insbesondere gibt es fiir alle a € I(K) einb € O mit b € [a]cy(r).-

Bemerkung 6.4 In der Situation von Definition |6.2| gilt: Genau dann ist C{(K) = {1}, wenn R ein
Hauptidealring ist.

Beweis. Jedes v € R\ R* wird mit der Abbildung
p: K* — I(K)
auf das Hauptideal (o) <0 R geschickt. Es gilt: Die Klassengruppe von K ist genau dann einelementig,

wenn die zugrundeliegende Abbildung ¢ surjektiv ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn es fiir alle
a€ I(K)eina € K* mit R = a gibt. O

Unser néchstes Ziel ist es zu zeigen, dass die Klassengruppe C/(K) fiir Zahlkorper K/ QQ immer eine
endliche Gruppe ist, also hx < oo gilt.

Lemma 6.5 Sei K ein Zahlkirper und o € O \{0}. Dann gilt

N((@)) = [Ng ()]
Beweis. Zur besseren Unterscheidung bezeichne a := («) das Hauptideal von «. Wir wissen nach
Lemmal4.19]
da) = d(aOk) = (O :a0g)?-d(Og) = N(a)- Dy (6.1)
Weiter sei {w1, ..., wy,} eine Z-Basis von O als Z-Modul, dann ist
a = a0g = Zoaw1 & ... 0 Zow,
Seien weiter o1, . . ., 0, die Q-Einbettungen von K in C, dann erhalten wir etwas expliziter

d(a) = d(aOk) = det([aj(awi)]1§i,j§n)2
2

o1(a)
= det (03 (wi) 1 <4 <
on ()
2 K
= (o1(a)-...-on(a))" Dk = | N§ (@) | Dk 6.2)
Da Dy # 0 gilt, folgt die Behauptung aus den Gleichungen (6.1) und (6.2). O
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Satz 6.6 Sei K ein Zahlkorper. Es gibt ein A € Ry so dass fiir alle ganzen Ideale a <1 Ok die nicht
das Nullideal sind ein ganzes Element o € O \{0} so existiert, dass

| N§ ()| < A-N(a)
gilt.

Anmerkung Es ist wichtig zu sehen, dass A unabhingig von a ist!

Beweis. Seien {071, ...,0,} = Homg(K, C) die n Einbettungen von K in C und sei {w1, ..., w,}
eine Z-Basis von O . Setze

n

H > et

dann ist A € R,. Sei nun o € O und m € N eine natiirliche Zahl mit
m" < N(a) < m""' o m=[¥YNa)]
wobei |z | den ganzzahligen Anteil von z bezeichne. Definiere weiter
m
S = ijwj‘()gmjgm
j=1

dann hat S genau (m + 1) Elemente. Wegen £S5 > (OK/a) = N(a) ist die Abbildung

Sasn—>s+a€OK/a

nicht injektiv. Damit finden wir dann ein
a = ijwi mit |m;| <mfirallej=1,...,n

denn aus z 4+ a = y + a folgt z — y € a. Insgesamt gilt die folgende Abschitzung:
n

11 Imj - |oi(wy)]

=1 Jj=

‘N(l{(a)‘ A— UGL

< m"-A < Na)-A
O

Folgerung 6.7 Sei K ein Zahlkorper, dann gilt: Jede Nebenklasse C € CU(K) enthdilt ein ganzes
Ideal a < O mit N(a) < A fiir A\ € Ry wie im vorherigen Satz|[6.6]

Beweis. Sei C~! € C/(K) eine Nebenklasse und b € Ok ein ganzes Ideal mit b € C~! (dies
kann fiir b € I(K) nach der Charakterisierung in Lemma durch Multiplikation mit geeignetem
B € Ok immer erreicht werden). Dann ist C~! = b das Bild von b in C/(K). Sei weiter & € b mit
a # 0 und

| N§(a)] < A-N(b)
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Ein solches « finden wir nach dem Vorangegangenen Satz. Es gibt ein ganzes Ideal o <1 O mit
(o) = a- b also folgt

| N§ (o) | = N(a)-N(b)
und wegen N(b) # 0 diirfen wir dann schlieBen, dass
| Ng (@) ]
= PQYT <)
B O
gilt. und aus a- b = (a) folgt a-C~' = (1) in CA(K), alsoa € C. O

Folgerung 6.8 Sei K ein Zahlkorper, dann ist C{(K) eine endliche Gruppe.

Beweis. Die Projektion 7 : I(K) — C{(K) istin natiirlicher Weise surjektiv und fiir alle gebrochenen
Ieale a € I(K) finden wir nach Lemma eine Zerlegung in von paarweise verschiedene nicht-null
Primideale @1, ..., @, € Spm(Ok) von der Form

a = et € I(K)
Damit erhalten wir aus Satz[5.26]eine Zerlegung der absoluten Norm von a

N(a) = (N(p1))" ...+ (N(p,))"”

also geniigt es nach der vorangegangenen Folgerung zu zeigen, dass es nur endlich viele Primideale
p <1 O gibt, die die Bedingung N(p) < A, mit A € R, wie in Satz[6.6] erfiillen.

Nach Lemma gibt es fiir jedes p € Spm (O ) eine Primzahl p und eine natiirliche Zahl f € N,
so dass N(p) = p/ ist, aber die Menge

{p/ < Alpistprimund f € N }
ist endlich. O

Beispiel 15 Sei K = Q(v/2), dann ist O = Z[\/2] und {1,+/2} ist eine Ganzheitsbasis von O.
Mit X == (1 +v/2)2 gilt 5 < X\ < 6. Fiir alle C € CU(K) gibt es ein a € O mit N(a) < 5 und
C=ua= [a]c@(K). Die absolute Norm von a kann also nur die Werte 2, 3, 4 und 5 annehen. Fiir jedes
o € Spm (O ) mit p teilt a liegen 2, 3 oder 5 in . Es gilt 20 = (v/2 Ok )? also ist das von 2 in
Ok = Z[\/2] erzeugte Ideal nicht prim, aber die ideale 3 O und 5 O sind prim, denn

v = gyt BV = P ey

Also folgt aus 2 O, 3 O oder 5 Ok teilt o, dass ¢ ein Hauptideal ist, also gilt § = [plcery = (1)
und damit folgt CL(K) = {1}.

In diesem Beispiel konnten wir eine wichtige Eigenschaft von Z[\/2] aus der Klassengruppe C/ ( Q(\/i))
ablesen, nimlich das 7.[\/2] ein Hauptidealring ist.
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7 Minkowski Theorie

Im Beispiel am Ende des letzten Abschnittes haben wir gesehen, dass uns die Klassengruppe eines
Zahlkorpers K etwas iiber die Struktur des Ganzheitsrings O i sagen kann. Leider ist das in Satz[6.6]
konstruierte A € R sehr groB. In diesem Abschnitt wollen wir das kleinste A konstruieren, dass die
Eigenschaft fiir alle ganzen Ideale a <t Ok, die nicht das Nullideal sind, gibt es ein ganzes Element
a € Ok \{0} so dass

}Néf(a) ‘ < A-N(a)

gilt, erfiillt. Hierzu bendtigen wir die neue Konstruktion eines Gitters und einen Begriff vom Maf}
einer Menge. Letzteren werden wir hier nur motivieren und verweisen auf geeignete Lektiire (zum
Beispiel ein Analysis III Skript).

Definition 7.1 (Gitter)
Ein Gitter in einem endlich dimensionalem R-Vektorraum V ist eine additive Untergruppe I' C V mit
den Eigenschaften

G1 T C V ist diskret.
G2 V/F ist kompakt.

Anmerkung Wir sagen zu dieser Menge zwar ,,Gitter* aber betrachten nur die ,,Eckpunkte*. Manch-
mal konnen wir nicht einmal von ,,Eckpunkten® reden.

Beispiel 16 Sei V = R und I' = 7, dann sind die Ganzzahligen Elemente von R die Gitterpunkte
und es gilt

Vi =Ry =~ oK,00) = 5
mit S* bezeichne den Einheitskreis in R%. Dies zu sehen betrachte den Isomorphismus

o: Ry 81

a — 62ma

Beispiel 17 Sei V = C und ' = 7Z[i], dann erhalten wir wieder die ganzzahligen Elemente von C als
Gitterpunkte (diesmal konnen wir wegen der Dimension 2 tatsdchlich von Knoten- oder Eckpunkten
sprechen) die Ganzzahligen Elemente von C. Analog zum Vorangegangenen Beispiel gilt

V/P — (C/Z[Z] ~ SIXSI

Lemma 7.2 Sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum und I' C 'V eine Untergruppe beziiglich +.
Dann ist T' genau dann ein Gitter, wenn I von der Form I' = Z vy + ... 4+ Z v, fiir eine R-Basis
{v1,..., 0} von V ist.

Beweis. Sei V; C V ein Untervektorraum, der von I' aufgespannt wird. Falls Vy # V gilt, wihle
einen komplimentidren Vektorraum W mit V = V) @ W. Dann gilt

V/F = VO/F@W

weiter gibt es einm € Nmit 0 < m < nund W = R™ also ist V/F nicht kompakt. Damit enthélt I"
eine Basis {vy,...,v,} von V. Setze

FQ = Z’U1+...+Zvn
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dann ist I'g ein Gitter, denn I'g ist diskret und

V/Po o RR/Z SCeee X R/Z
ist als Produkt kompakter Mengen kompakt. Da I' C V' als diskrete Menge abgeschlossen ist, folgt

r \4
/To € /T
ist ebenfalls wieder diskret und abgeschlossen, also kompakt. Diskrete kompakte Mengen sind end-
lich. Sei also
b= (F/ Fo)
dann gilt
1
Iy < T < =T
0 = = plo
und mit dem Elementarteilersatz folgt die Existenz einer Basis {w1, ..., wy} von V mit

I' = Zwi+...+ Zw,

Definition 7.3 (Euklidischer Raum)

Das Tupel (V, < -,- >) heifst n-dimensionaler euklidischer Raum, wenn V' ein n-dimensionaler R-
Vektorraum und < -, - > eine nicht ausgeartete symmetrische und positiv definite Bilinearform auf V
ist.

Konstruktion 7.4 (Volumen / Ma3)

Sei (V, < -,- >) ein n-dimensionaler euklidischer Raum, dann gibt es beziiglich < -,- > eine Ortho-
normalbasis {e1, ..., ey} von'V, also eine Basis mit < e;,e; >= 0; ; € {0,1}.

Wir betrachten beziiglich dieser Basis einen Kubus mit Kantenldnge 1

Q[0,1] := {Zn:xiei
=1

Wir setzen das Volumen dieses Einheitskubus als vol(Q[0, 1]) := 1 und fordern das Volumen moge
die folgenden Eigenschaften erfiillen

i) Fiir A € R gelte

vol(A-Q[0,1]) = wol(Q[0, [A]]) = A"

ii) Seien fiiri € I Mengen X; C V mit X; N X; = O fiir i # j gegeben, dann gelte

Zvol(Xi) = vol(UXZ)

iel i€l

Bemerkung 7.5 Sei (V, < -,- >) ein n-dimensionaler euklidischer Raum, und vol ein Volumen nach
Konstruktion[7.4] Seien weiter vy, ..., v, € V dann Setze

X = {z”:mm
i=1

ogxig1}

Fiir das Volumen von X gilt
vol(X) = |det(A)’ mit v; =: Ae;

Beweis. Dieses Faktum iibernehmen wir unbewiesen aus der Maftheorie.
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Auch wenn wir die Bemerkung nicht beweisen, wollen wir zumindest mit ein paar Beispielen moti-
vieren, dass wir mit dem konstruierten Mafl und der Bemerkung die schon bekannten Maf3e wiederer-
langen. Betrachte dazu die folgenden Beispiele

’ Ab jetzt bezeichne vol stets ein Volumen nach Konstruktion

Beispiel 18 Sei V' = R mit Bilinearform < x,y >:= zxy fiir x,y € R, dann ist (V,< -,- >) ein
eindimensionaler euklidischer Raum und das von uns Konstruierte Volumen entspricht der Linge der
Strecken, denn fiir die Gerade zwischen O und v € R

Xy = {oww|0<z <1}
gilt nach Bemerkung|7.5|vol (x) = |v].

Beispiel 19 Sei wieder V' = R aber diesmal mit der Bilinearform < x,y >:= 2xy fiirz,y € R. Auch
in diesem Fall ist (V, < -,- >) euklidisch. Weiter ist {%} eine Orthonormalbasis von V' beziiglich
der gegebenen Bilinearform. Fiir a € R setze die Gerade X, von 0 bis a wie eben, dann gilt

X = X,NnXp
ist die Gerade von a bis b und wir erhalten das Volumen
vol(X) = V2|b—al

Beispiel 20 Sei diesmal V. = R? mit dem Standartskalarprodukt < (x1,x2), (y1,1y2) >:= 2191 +
Toys. Dann ist {((1)), ((1))} eine Orthonormalbasis beziiglich < -,- > Seien nun v; := (“11) und

a1
Vg = (a12

), dann ist
a2

X = {zv + 22020 < 27,20 <1}

Das Parallelogramm, dass von vy, vs in R? aufgespannt wird. Nach Bemerkung ist das Volumen
des Parallelogramms wie erwartet

vol(X) =

d aii a2 _
et = |ai1az — arza |
a a2

Definition 7.6 (Grundmasche)
Sei (V, < -, >) ein n-dimensionaler euklidischer Raum und T' C 'V ein Gitter der Form

' = Zvu+...+Zv,

fiir eine R-Basis {v1, . ..,vyn} von V. Wir definieren die Grundmasche von I als

F o= {Zzn;%%

0§x§1} cVv

Weiter setzen wir

vol (V/F) == vol(F)
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Lemma 7.7 Sei (V,< -,- >) ein n-dimensionaler euklidischer Raum und I' C 'V ein Gitter. Sei
weiter {v1, ..., vy} eine Basis von V. Dann gilt

vol(F) = wol (V/F> = \/det ( < V3, V5 >1<ij<n )
und das Volumen ist unabhdiingig von der Basiswahl.

Beweis. Sei A € Gl,(R) mit v; =: Ae; wobei {eq,...,e,} eine Orthonormalbasis von V' beziiglich
< +,- > ist. Ein Solches A finden wir nach den Erkenntnissen der linearen Algebra immer. Nach
Bemerkung|7.5] gilt

vol(F) = wol (V/F) = | det(4)]

Nach der Wahl von A gilt
ATA = (<wivj >1<i<n )

und wir wissen bereits, dass
det(A)2 = det ( < V4, Vj >1<i,5<n )
unabhingig von der Basis ist. O

Definition 7.8 (Messbar)
Sei (V,< -,- >) ein n-dimensionaler euklidischer Raum. Eine Menge X C 'V heifst messbar, wenn
vol(X) definiert ist.

Lemma 7.9 (Lemma von Blichfeld)
Sei (V, < -,- >) ein n-dimensionaler euklidischer Raum. Seien weiter X C V messbar und ' C 'V
ein Gitter mit vol(X) > vol(F). Dann gibt es u,v € X mitu # v und u — v € I.

Beweis. Sei {v1,...,v,} eine Basis von V, so dass I von der Form I = Zv; + ... + Z v, ist. Setze

F = {zn:xzvl
i=1

Dann ist
[ ]

Vo= UyeF’YjL]:/ = [[v+7F
~yel

Damit erhalten wir auf natiirliche Weise die Gleichung
X = XxnV = Xn[[v+F = [[oG+F)nx
el ~el
= [[r+&-nnF

vyel

Wiiren nun alle Mengen der Form (X — «) N F’ disjunkt, so folgte nach Konstruktion Forderung
(i) die Ungleichung

vol(X) = Zvol((X—’y)ﬂ]:/) < wol(F)
yel’
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Da sich F und F’ hochstens um eine Basis unterscheiden folgte mit dem vorangegangenen Lemma
vol(X) < wol(F') = wol(F)

was ein Widerspruch zur Voraussetzung ist. Also sind nicht alle Mengen der Form (X — ) N F'
disjunkt und also gibt es 1,72 € I' mit y; # 72 so dass es ein

a € (X—y)NX—-my)nF
gibt. Setze nun u := a + 1 und v := a + 73, dann erfiillen u, v € X die Behauptung. O

Definition 7.10 (Konvex)
V ein R-Vektorraum. Eine Teilmenge X C V heifst konvex, wenn zu je zwei Punkten aus X auch die
gesamte Verbindungsstrecke in X liegt, das heifst wenn fiir alle x,y € X gilt

{te+(1-t)y|tel0,1]} € X

Definition 7.11 (Zentralsymmetrisch)
V ein R-Vektorraum. Eine Teilmenge X C V heifit zentralsymmetrisch, wenn fiir jedes x € X auch
—x in X liegt.

Satz 7.12 (Satz von Minkowski / Gitterpunktsatz)
Sei (V, < -,- >) ein n-dimensionaler euklidischer Raum. Seien X C 'V eine konvexe zentralsymme-
trische Teilmenge und I' C 'V ein Gitter mit

vol(X) > 2" -wol(F)

Dann enthdlt X einen Gitterpunkt v € T
Ist X sogar kompakt in V', dann geniigt die Voraussetzung

vol(X) > 2" -wol(F)

Beweis. Setze

1 1
v 3= (Jeleex)
5 5% T e
dann gilt nach Voraussetzung
1
vol(Y) = Q—n-vol(X) > ol (F)

Nach dem Lemma von Blichfeld gibt es u,v € ¥ mit v # v und u — v € I". Nach Konstruktion sind
2u, 2v € X und wegen der zentralsymmetrie von X gilt dann auch —2v € X. Fiirt = % folgt aus der

Konvexheit von X ) .
5(2u) + 5(—21}) = u—v €X

Sei nun X kompakt und die Voraussetzung entsprechend abgeschwécht. Fiir jede natiirliche Zahl
m € Nsetze (1 + L)X =: X,,, dann gilt

vol(X,,) = <1+%>n'vol(X) > 2" - wol(F)
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Da nun wieder echte Ungleichungen gelten, gibt es fiir alle m € N ein v, € X,,, N (I'\{0}) nach
dem bereits bewiesenen Teil. Fiir alle m € N gilt weiter X,,, € 2X und 2X ist nach Voraussetzung
kompakt. Damit ist

2X N (T\{0}) =2 W

als Schnitt einer diskreten und einer kompakten Menge endlich. Wir haben aber bereits gesehen,
dass die Folge (7 )men vollstindig in T liegt, also gibt es eine weitere Folge (m;);cy so dass
Ym; = Ym; = 7 € ['\{0}. Dann ist aber

1
v e N (1 + —) X = X
. m;
€N
O
Aus dem Einschub iiber das Tensorprodukt wissen wir, dass wir zu jedem Zahlkorper K/ Q auf natiir-

liche Weise einen R-Vektorraum K ®g R =: KR konstruieren konnen. Wir erhalten ebenfalls sofort
eine Inklusion

j: K — Kpg
A= A1

Als néchsten Schritt wollen wir eine Bilinearform < -, - > auf K konstruieren, so dass (Kg, < -, - >)
euklidisch ist. Anschlieffend wollen wir zeigen, dass fiir a € O die Untergruppe j(a) C Kg ein

Gitter mit
vol (KR/j(a)> = /|Dx| - N(a)

ist. AnschlieBend wollen wir dann zeigen, dass uns die Minkowsky-Theorie ein Cx € R liefert, so
dass fiir alle [a] € C/(K) ein a € a\{0} existiert mit

| NE(e)| < Cx-N(a)

Definition und Bemerkung 7.13 (Reelle und komplexe Homomorphismen)
Sei K ein Zahlkérper. Wir fiihren die Notation ¥ := Homg (K, C) fiir die Menge der Q-Homomorphismen
von K nach C ein. Es gilt % = [K : Q]. Betrachte nun die Galois-Gruppe von C | R

G := Gal(C/R) = {1,c}
wobei 1 die ldentitdt und c die komplexe Konjugation seien. Diese Gruppe operiert via

w:GxY — X
(g,0) — g.o:=g(o) :=goo

auf X.. In Anlehnung an die Notation fiir komplexe Zahlen schreiben wir dann

Weiter heifit o € X genau dann reell, wenn o = & gilt. Ansonsten nennen wir o komplex.

Aus der Galois-Theorie wissen wir, dass C% = R ist. damit gilt fiir o € 3. reell: o(K)CR
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Generalvoraussetzung Bis zum Ende des Abschnittes setzen wir die folgenden Bezeichnungen fest:
* K ist ein Zahlkorper vom Grad [K : Q] = n.
* ¥ := Homg(K,C).
¢ ¢:C >z — z e Cistdie komplexe Konjugation.
e = ﬁ{ =Dy ‘ T=0 } die Anzahl der reellen Homomorphismen in X.
* 5:= jj{ (0,0) ‘ cEXNTF# a} die Anzahl der komplexen Homomorphismenpaare in ..
Anmerkung Fiir den Grad der Korpererweiterung von K iiber Q gilt:
[K:Q] = n = r+2s
Bemerkung 7.14 Sei K = Q(«) mit Minimalpolynom f € Q[X] von «, dann sind
r=f{zeR|f(z)=0} und s := §{ze€C\R|f(z) =0}
Ist K ein Zahlkorper der konkreten Form K = Q(\/&) mit einem d € Q quadratfrei, dann gelten

r=2unds=0 fallsd > 0
r=0unds=1 fallsd > 0

Beweis. Der erste Teil folgt sofort aus Ergebnissen der Galois-Theorie. Ist d > 0 so zerféllt das Mini-
malpolynom f(X) = X 2 _ d iiber R in die Faktoren X2 — v/d und X2 + v/d. Also hat f zwei reelle
Nullstellen. Da n = [K : Q] = 2 gilt, folgt der erste Fall. Ist nun d < 0 so ist das Minimalpolynom
f(X) = X? — dirreduzibel iiber R. O

Mit den Begriffen aus Definition und der Generalvoraussetzung kénnen wir nun den Zielsatz
dieses Abschnittest Formulieren:

Definition und Satz 7.15 (Minkowski-Konstante/ Satz von Minkowski 1)
In jeder Idealklasse C € CL(K) gibt es ein ganzes Ideal a <1 Ok mit

N(a) < Ck - V/|Dk]

' S
e = M (4)
nm s

Wir nennen C'ir € Ry die Minkowski-Konstante von K.

wobei gilt

Anmerkung Die Stirlingsche-Formel besagt, dass es fiir alle n € N ein § € R mit || < 1 gibt, mit

log(m) 0
log(n!) = n-1 ATt -\ LA
og(n!) n-log(n) —n ) + Ton

Damit erhalten wir die Formel

n! log(m) 0 N—s00
o —n)- . — 1
p exp(—n) - exp < 5 exp | 75 -
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Beispiel 21 Sei K = Q(+/—5). Mit dem Wissen der vorangegangenen Abschnitte erkennen wir, dass
dann D = —5und O = 7Z[\/=5] sind. In Ubungsaufgaben haben wir gesehen, dass es nicht
immer leicht ist die Klassenzahl hy zu berechnen. Wir wollen in diesem Beispiel zeigen, dass der Satz
von Minkowski (II) auch hierfiir hilfreich sein kann. Mit Bemerkung [7.14) gelten r = 0 und s = 1,
denn —5 ist quadratfrei in Q. Damit erhalten wir

Ok = 2!-(4>1 =2 o

™

Insgesamt ist also

4
hk < Ck-\/|Dk| = ;-\/5 < 3
Also muss hy € {1,2} gelten. Betrachte nun das von 2 in O erzeugte Ideal:
@) ~ Fo|T _ T
Koo, = T ]/(T2+5) = Fol ]/(T+1)2

Demnach ist p = (2,1 + +/—5) ein Primideal in O und damit ist O sicher kein Hauptidealring.
Mit Bemerkung 6.4 kann dann h nicht 1 sein. Also folgt hix = 2.

Damit wir den Satz beweisen konnen miissen wir noch einige Schritte machen. Zuerst erinnern
wir an die Konstruktion, mithilfe derer wir zum Zahlkorper K einen n-Dimensionalen R-Vektorraum
erhalten.

Bemerkung 7.16 Setze Kr := K ®q R, dann ist K ein R-Vektorraum der Dimension
dimp(Kgr) = dimg(K) = [K:Q] = n

und der natiirlichen Inklusion

j: K — Kg
A= ARl
Beweis. Sei {1, ..., a,} eine Q Basis von K, dann ist
K =Q&...e0Q
—_———
n — mal
Damit folgt
KeogR = QR @ ... 2 QegR = R®...0R
und {j(a1),...,j(ay,)} ist eine R-Basis von K. O

Auf K haben wir die Spurform
Tr§ K x K — Q

als symmetrische nicht-ausgeartete Bilinearform. Wir wollen diese nun zu einer Bilinearform auf Ky
fortsetzen. Dazu betrachte die folgende
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Konstruktion 7.17 (Fortsetzung von Bilinearformen)
Sei V ein endlich dimensionaler Q-Vektorraum. Es gelten

(i) Die Bilinearform
<> VxV - Q

ist genau dann symmetrisch und nicht-ausgeartetet, wenn
p:V = VvV
v < ,U>
ein Isomorphismus von Q-Vektorrdumen ist. [Erinnerung: V* := Homg(V,Q).]

(ii) Im Anschluss an Satz haben wir einige Eigenschaften des Tensorproduktes gezeigt. Insbe-
sondere, dass es fiir R-Moduln A, B und C' mit einem ¢ € Hompg(A, C) es einen Homomor-
phismus von R-Moduln

0:A®r B — C®grB
a®b — @la)®@b

gibt.

Sei also < -,- > eine symmetrische, nicht-ausgeartetete Bilinearform auf V, dann gibt es nach (i)
einen Isomorphismus ¢ : 'V 5 V*. Mit (ii) ist dann auch

¢: Ve :=VegR — V*®gR=Homg(Vg,R) = V§
ein Ismorphismus. Dann ist aber nach (i)
< o> VerxVr - R

eine nicht-ausgeartete, symmetrische Bilinearform auf V. Genauer sei {v1,...,v,} eine Q-Basis
von 'V, dann liisst sich jedes Element von Vg = V ®q R eindeutig schreiben als

n

Z%’@)\i

=1

Betrachten wir nun die Fortsetzung < -,- >w auf zwei Elementen u,w € VR, dann gilt

n n
<u,w>r = <ZU¢®)\Z‘, Zvj®uj>R
i=1 j=1

n n
= ZZ)\iﬂj <v®l,v;,®1 >p
i=1 j=1

n n
= ZZ )\i,uj < ;05 >

i=1 j=1
Die Fortsetzung ist also sogar kanonisch und mit der natiirlichen Inklusion j : V — Vg gilt

<z,y> = <jx),jly) >r furallex,yecV
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Nach Konstruktion ist die Fortsetzung der Spurform eine symmetrische und nicht-ausgeartete Biline-
arform auf Kr. Leider ist diese Fortsetzung nicht notwendig positiv definit. Wir werden spéter eine
Bilinearform auf K konstruieren, die tatsdchlich positiv definit ist. Nehmen wir einmal an, wir hétten
bereits gezeigt, dass es eine positiv definite symmetrische und nicht ausgeartete Bilinearform < -, - >
auf Ky gibt, dann wire (Kg, < -,- >) ein euklidischer Raum und wir kénnen den folgenden Satz
formulieren und zeigen:

Satz 7.18 Sei a € Ok ein ganzes Ideal mit a # 0. Dann ist j(a) ein Gitter in Ky mit

vol (K%/jq)) = M@ VIDK]
beziiglich < -,- >.
Beweis. Es gilt
a =Zo1®... DZao,
fiir eine Q-Basis {1, ..., a,} von K. Die Menge {j(a1),...,j(ay,)} ist eine R-Basis von K mit
jla) = Zjlon)® ... ®Zj(an)
Damit ist j(a) ein Gillter in K. Weiter gilt

vol (KR/j(a)) = \/’ det ( < jlag),jloq) >1<ki<n ) = \/‘ det (Trg(akal)lgk,l§n> ‘

= @] = (N@)*-1Dx| = VIDxl

Wir wollen nun eine symmetrische nicht ausgeartete und positiv definite Bilinearform < -,- > auf
KR konstruieren. Dazu miissen wir aber zunichst Ky besser verstehen. In den folgenden Lemmata
wollen wir K konkreter beschreiben:

a

Lemma 7.19 Die Abbildung

p: K®C — H C
ocEY
Az = (0(N),ex

ist ein Isomorphismus von C-Vektorrdumen. Wir schreiben K¢ := K ®q C.
Beweis. Betrachte die Verkettung
Y K K ®g C % H C

oeY
A A9l = (0(N), ey

Ist {a1,...,a,} eine Q-Basis von K, so ist {j(a1),...,j(on} eine C-Basis von K ®g C und fiir
jedes Basiselement «; erhalten wir ein Tupel

1/1(0%) = (O—(ai))geg

mit nur endlich vielen Eintragen ungleich Null. Insgesamt erhalten wir eine Matrix A = (w(ai)) 1<i<n

und A ist invertierbar. Also sind die Tupel 9)(«;) eine Basis des C-Vektorraums [ C. Also bildet ¢
oceEX
eine Basis auf eine Basis ab und ist demnach ein Vektorraumisomorphismus. O
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Lemma 7.20 Die Galois-Gruppe von C /R
G = Gal(C/R) = {1,c}
wobei 1 die Identitdt und c die komplexe Konjugation seien, operiert via

w:GXK(C — K(C
(9, A®2) = gA®z) = A®g(z)

auf K¢ und es gilt
Krp = (Ko)° = {A®z€eKc|A®z=A®7}

Beweis. Die Galoisgruppe G = Gal(C /R) operiert Q-linear auf C, damit wird eine Operation von
G auf K¢ induziert. Betrachte

Lemma 7.21 Das folgende Diagramm kommutiert

Ke -5 K¢
2 IR

[Ic = JIc

oc€EY oc€EY
wobei c die komplexe Konjugation bezeichne und
C/((ZU)GEE) = (EE)JEE
Beweis. Sei A\ € K und z € C. Weiter bezeichne (¢ den Isomorphismus aus Lemma Dann sind

c’(go()\®z)) = c’((a()\)z)oez) = (a()\)f)aeE
(p(c(/\®z)) = e(A®7Z) = (U(/\)f)aez

Folgerung 7.22 Es gibt einen kanonischen Isomorphismus

K]R = K®QR L) {(ZU)JEZ c H(C
oeY

Egzzo}

Beweis. Nach Lemma gilt Kg = (Kc)%UC/R Die Menge G := {1,¢'}, wobei 1 die Identitiit
auf dem Produktraum und ¢’ die Abbildung aus Lemma ist, ist eine Gruppe, die via

waHC—>HC

oEY oEY
(9,2) — g.z:=g(2)
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auf dem Produktraum [] C operiert. Es gilt
oceX

{(ZU)GGEE Hcc‘zg - zg} - (Hc)G

ceEY gEY

Folgerung 7.23 Wir konnen nun Ky als Produktraum auffassen, denn es gilt

Zo = zg}

R' xC* =~ R'25 =~ HR

Kr = {(Za)oez eJ]c

(IS

I

oeY
Beweis. Teile die Homomorphismen in 3 auf wie folgt:
X = {017...,@77'1,?1,...,Tn,?n}
reell komplex
und setze
To = 2o Xy :i=R(zr)  xFi=(zr)

wobei R(z) der Realteil und 3(z) der Imaginirteil von z € C sei. Dann folgt die Behauptung mit
dem R-Vektorraumisomorphismus

{(zw)eC?®|z=w} = C = R?
(z,w) = oz = (R(2),S(2))
g

Mit diesem Verstindnis von K7 als R”*2° kénnen wir nun eine symmetrische nicht ausgeartete Bili-
nearform < -, - > auf Ky konstruieren, die positiv definit ist.

Konstruktion 7.24 Sei n = r + 2s € N. Betrachte das Standart-Skalarprodukt < -,- >¢ auf C",

dann erhalten wir hieraus mit Lemmal|7.19|eine Hermitsche Form auf [[ C
oEX

< (ZU)GEE ; (wJ)UEE > = Z 2o Wy

oey

Mit Folgerung induziert diese hermitsche Form eine positiv definite, symmetrische und nicht
ausgeartete Bilinearform < -,- > auf Kr durch Einschrinkung.
Explizit gilt fiir v = (t1,...,t,, 21,91, ..., T, ys) € RTT2S

T S
<v,v> = Zt?—i—Q- (Zm%y?)
i=1 i=1
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Mit der Einbettung
j: K — Kg
a (U(a))UGE

Gilt fiir die Spurform
Tri(ab) = > o(a)-o(b)

[

damit unterscheidet sich die fortgesetzte Spurform von der oben konstruierten kanonischen Form
nur durch komplexe Konjugation in der zweiten Variable. Diese Konjugation sorgt dafiir, dass die
kanonische Form positiv definit ist.

Insbesindere, wenn K nur reelle Einbettungen o hat, stimmen die kanonische und die fortgesetzte
Spurform iiberein.

Satz 7.25 Sei a < Ok ein Ideal ungleich Null. Dann gibt es ein a € a\{0} mit
N§(a) < Ck-+/|Dk|-N(a)

Als Folgerung aus diesem Satz erhalten wir sofort den

Satz (Minkowski-Konstante/ Satz von Minkowski II)
In jeder Idealklasse C € CU(K) gibt es ein ganzes Ideal a <1 O i mit

' S
N(a) < Ck-+/|Dk|  wobei Cx := :;(i)

Beweis. Wir zeigen Zunichst, dass der Satz von Minkowski II aus Satz folgt. Sei dazu b <1 Ok
ein Ideal mit Klasse c=! = [b] € C/(K). Mit dem Vorausgesetzen Satz gibt es dann ein = € b mit

N§ (z) < Ck - VI[Dkl|-N(b)
= N Nf(z) < CxvIDxkl
N N(zb™1) < CkV/IDkl

A

Denn
N((z)) = (Ok:(2)) = Néf(x)

Wir wollen nun den Satz beweisen. Da wir dies mithilfe des Gitterpunktsatzes tun wollen, miissen
wir eine Menge X konstruieren, die die Eigenschaften

* X ist kompakt, konvex und zentralsymmetrisch
* Es gilt vol(X) > 2™ - vol(a)
erfiillt, denn dann gibt es ein a € (X Na\{0}). Wir setzen fiir ¢ € R
X = 8(t) = {(o)oen € Kn| > ls] <t}
oex
In einer Ubungsaufgabe haben wir gezeigt, dass

vol(S(t)) = ﬁ-QT'T{'S

n!
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gilt. Wir wollen nun, durch geschickte Wahl von ¢, erreichen, dass
vol (S(t)) = 2" - wvol(a)

gilt. Dazu wihle
! .22
t" = n—s 22" wol(a) = n — - vol(a)
m T

Dann gibt es nach dem Gitterpunktsatz ein a € S(¢) N (a\{0}). Wegen a € S(t) gilt dann

S loa)] < 1

oEY

Nach der verallgemeinerten Cauchy-Schwarzen Ungleichung gilt

(Ng(a))i - (Hla(a)lﬁ < %'Z|0(a)| < %

oEY oEY

Beim Ubergang zur n-ten Potenz bleiben die Ungleichungen erhalten, daher folgt

NE@ < = = ”l.<4>s.voz(a)

A

nn o\
= CK-UOZ(OK) [OK : Cl]

= Ck - V|Dkl|-N(a)

Folgerung 7.26 Sei a < Ok ein Ideal ungleich Null. Dann gibt es ein a € a\{0} mit
N§ (a)

N(a) < Ck-V|Dk]

Insbesondere gilt fiir Cx - \/|Dg| < 2, dass fiir jedes a < O ein a € a existiert, so dass a = (a)
ein Hauptideal ist. Damit ist O i dann ein Hauptidealring.

Beispiel 22 (Hauptialringeigenschaft von Ganzheitsringen I)
Sei K = Q(v/d) fiir ein d > 0 quadratfrei. Dann ist n = [K : Q] = 2 und beide Einbettungen

id,o : Q(Vd) — C

sind reell. Also ist r = 2 und s = 0 und es gilt

n! 4\° 2 1
n" \wx) 22 2
Damit erhalten wir die Bedingung

1

5-\/|DK’ < 2 & ‘DK| < 16

Insbesondere sind also alle Ganzheitsringe O von K = Q(v/d) Hauptidealringe, nach Folgerung
Fiir d € {2,3,5,13} erhalten wir Diskriminanten Dy = {8,12,5,13} damit sind die zugehd-
rigen Ganzheitsringe Hauptidealringe.
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Beispiel 23 (Hauptialringeigenschaft von Ganzheitsringen 1)
Sei K = Q((5) wobei (5 eine primitive 5-te Einheitswurzel sei. Dann ist

n=[K:Q = [Q¢):Q] =4
und alle Einbettungen
O1y++-,04: Q(C5) = C
sind komplex. Damit sind s = 2 und r = 0. Weiter ist D¢ = 53 = 125 und wir erhalten

I /4\°® 41 42 155
”() V|Dx| = 474.;,(\/5)3 _ < 9

n* \r«w 2. 72

Damit ist O fiir K = Q((5) ein Hauptidealring.

Beispiel 24 Sei nun K = Q(+/—5), dann gelten n = 2, s = 1, r = 0 und Dy = 20. Damit erhalten
wir

L /4\° 2 4 4-/5
”.<W>.\/|DT: (2-V5) = \[z2,85<3

nn 2 T
Also gibt es in jeder Idealklasse C € CU(K) ein ganzes Ideal a € C mit N(a) < 2. Angenommen

N(a) = 2, dann teilt a das von 2 in Ok erzeugte Ideal, das heifit 2 Ok C a. Damit definiert a ein
Ildeal a in

U0k = Wy = Pl

FQ[T]/(ﬂ +1) = IE“Q[T]/(t +2)2

insbesondere den letzten Ring kennen wir sehr gut und wissen, dass er nur die Ideale (t + 1) und
(t+1)? =2 20k enthilt. DaN(2Og) = 4ist, gilt a # 2O also mussa = (t + 1) gelten und

damit ist
a = (2,1+v-5)
und a ist das einzige Ideal mit Norm 2. Also ist {CU(K) = hx = 2 und wir erhalten
CUK) = L4,  fir K = Q(V=5)

Der Satz von Minkowski II hilft uns aber nicht nur bei der genaueren Beschreibung von Ganzheits-
ringen, sondern kénnen wir auch einige Aussagen iiber die Diskriminante von Zahlkorpern schlie3en.
Zum Beispiel die naheliegende, aber bisher noch nicht bewiesenen Aussage

~

Folgerung 7.27 Wenn K # Q ist, dann gilt |Dg| > 1.

Beweis. Nach dem Satz von Minkowski II gilt

1 < Ck-+|Dkl

n s\ 2
Dg| > (” ”) = ¢,

n!-4

Wir wollnen nun per Induktion tiber n = r 4 2s schlieBen. Wegen

T\° s—o0
— — 0
()

Dies kénnen wir umformen zu

wihle s immer so grof3 wie moglich.
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Induktions Anfang Fiir n = 2 gilt s < 1. Wihle also s = 1, dann ist
922. 71\ > 2
= = _— 1
@ ( 2.4 ) I
Induktions Schritt Wir schliefen von n auf n 4 1. Betrachte den Quotienten

cni1 [(n4+1)"Tnl 2 T n+1\"\? ™
Cn (n+1)!-nn 4 n 4

T 1\%" T 37
= 4.(1+n> > Z(1+2) = 7 > 1
damit ist ¢, 11 > cp. O
Bemerkung 7.28 Die Folgerung impliziert
lim 1 o0
n—soo C'g

Insbesondere haben fiir fest gewdhltes N € N alle Zahlkirper K mit |Dg| < N einen beschriinkten
(endlichen) Erweiterungsgrad iiber Q.

Folgerung 7.29 Zu fest gewdihitem d € N gibt es nur endlich viele Zahlkorper K/ Q mit | Dy | = d.

Beweis. Nach der vorangegangenen Bemerkung ist [K : Q] < N fiir ein N € N. Wir suchen nun ein
,,moglichst kleines* ganzes Element @ € O mit K = Q(«). Dazu beschrinken wir uns zunéchst
auf den Fall, dass es komplexe Einbettungen von K in C gibt, also s > 0 ist. Dann wihle eine solche
komplexe Einbettung o € Homg (K, C) = X aus und setze

|20 — 25| < t-+/|Dkl D
Q(t) = (zr)rexn | |20 + 25 < % @
2| < 3 VreX\{o,7} ©)

Die so definierte Menge () ist konvex und zentralsymmetrisch. Nach dem Satz von Minkowski gibt
es fiir t € N grof3 genug in Abhéngigkeit von n und D eine ganz algebraische Zahl o« € O mit

a € Q)N (Og\{0})
Behauptung o(a) ¢ {o(a)} U {7(a)|7 € Z\{0,7} }

Wenn wir diese Behauptung zeigen konnen ist K = Q(«). Wir wissen schon, dass o € O ist, also
ist das Minimalpolynom g, aus Z[X] und die Koeffizienten von y,, sind die elementarsymmetrischen
Polynome in { z, | 7 € X } aber die Absulotbetrige

[Re(25)|, [Im(z5)| und [27|remy (o7

sind beschrinkt. Also sind auch die Koeffizienten beschriankt und es gibt nur endlich viele Moglich-
keiten fir .

Beweis der Behauptung. Angenommen o () = 7 (a), dann gelten
Im(o(a)) =0 nach ()
Re(o(a)) < % nach
V7 eX\{o,7} IT(a)| < : nach 3
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Damit gilt aber fiir die Norm von «
N§(a) < 1

Dies ist ein Widerspruch, denn « ist ganz algebraisch.
Sei nun angenommen es gibt ein 7 € X\{o,} mit 0(«r) = 7(a). Dann ist

o) = [r@)] < 5 nach®

Damit erhalten wir aber aus den Bedingungen

— 1

lo(a)] < 3 und  [p(a)| < E VpeX\{o,a,T1}

4

Damit erhalten wir fiir die Norm von « erneut einen Widerspruch, denn

NE(@) = [[el@ < 1

peEX
o
Damit haben wir die Folgerung im Fall s > 0 bewiesen. Fiir den Fall s = 0 konstruiere eine dhnliche
Hilfsmenge €2(¢) und schlieBe analog. O

8 Der Dirichletsche Einheitssatz

In desem Abschnitt betrachten wir wieder eine endliche Korpererweiterung K/ Q, also einen Zahl-
korper K mit [K : Q] = n = r + 2s. Wie zuvor benutzen wir die Abkiirzung

Homg(K,C) =: ¥
Weiter betrachten wir die aus dem vorangegangen Abschnitt bekannte Einbettung

A= Al
Az = (o(N)- Z)UEE
A — (U()‘))aez

Bemerkung 8.1 Der C-Vektorraum K ®q C =: Kc ist ein Ring.
Beweis. Die Multiplikation auf K¢ wird induziert durch
M ®21) - (A®22) = AMA2® 2129

a

Damit ist der oben genannte Isomorphismus K¢ — [] C nicht nur ein Isomorphismus von abelschen
Gruppen, sondern auch ein Ringisomorphismus. Damit gilt

K* — (K(C)X ;> H(C*
oEY
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Setze nun

[:C* - R
z +— log|z|

dann ist / ein stetiger Gruppenhomomorphismus mit der Fortsetzung

K - [R
oeY

(20)oes + (log ’ZUDO'GZ
Definiere nun noch die Abbildung
N:Kf — C
(20)oen — H Zo

oeEY

dann erhalten wir das kommutative Diagramm

K* : K(é : JI;IE K

Ngt Nl |

Q' ——C"——R

Wir wissen aus dem vorangegangen Abschnitt, dass die Galois-Gruppe G := Gal(C /R) = {1, ¢}
auf K¢ operiert, und dass
Kz = KeogR = (K¢)°

gilt. Wenn wir nun die Galois-Gruppe GG auf dem Diagramm via

C((ZU)UEE) = (25)062 wenn (ZU)UEE € K¢
C((xU)O'GE) = (xE)UEZ wenn (xU)UEE S H R
oEX

operieren lassen, erhalten wir das Folgende kommutative Diagramm (D1):

j i ¢

K
NQl N

Weiter gelten

(HR)G = Rx...xRx(RxR)Yx...x (RxR)®

oey r — mal

RxR)¢ = {(z,2)eR*|zeR}

s —mal
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Aus diesen Gleichungen erhalten wir ein weiteres kommutatives Diagramm D2):

(11 R)G;Rm

gEY
Tri Tr!
R p” R
mit
r+s

Tr’((;cl,...,xTJrs)) = le
i=1

Damit kénnen wir den fortgesetzten Homomorphismus [im Diagramm (D1) explizit angeben, es gilt

l: Ky = R"*®

(20)oes = (loglzl,. .. log|zs, |, (log|zn )%, (log|2r,])?)

Die hier eingefiihrten Abbildungen und Mengen werden wir im gesamten Abschnitt verwenden. Wei-
ter werden wir die Mengen

H = {xé(HR)‘Tr(x)zO} ~ (g eR™ | T (2) =0}

oeX
S = {yeK§|N(y) e{£1}}

gebrauchen. Es gilt
G
dima(H) = dimg [([JR)] -1 = dima (R7F) =1 = r4s-1
ocEX
Bemerkung 8.2 Die Abbildung
p: 0 L s Lowm
ist ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Die Einheiten im Ganzheitsring sind
OF = {2€0k |N§(x) e {+1}}

damit folgt j(O) C S aus dem Diagramm (D1). Die andere Inklusion ist klar. ¢ ist als Komposition
zweier Gruppenhomomorphismen ein Gruppenhomomorphismus. O

Wir wollen im Folgenden den Kern von ¢ bestimmen und anschliefend zeigen, dass das Bild ein
Gitter in H ist.

Lemma 8.3 Sei die Gruppe der Einheitswurzeln in K mit 1( K) bezeichnet, dann gilt

Ker(p) = Ker(loj) = p(K)
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Beweis. Sei zunichst ¢ € p(K) eine Einheitswurzel, dann ist wegen [K : Q] = n spitestens die n-te
Potenz von ¢ wieder 1, das heiit (" = 1. Fiir alle o € X gilt

o) = o@" =1
= n-loglo(¢)] = 0
= loglo(¢)] = 0

Da die Abbildung j : O < S injektiv ist, folgt aus ¢ € Ker(l) bereits die gewiinschte Inklusion
u(K) C Ker(p).
Wir wissen bereits, dass j(O ) ein Gitter in K7, ist, also ist die Menge

M = j(Og) N {(20)oes € Kr||2,| <1 firallec € ¥}

endlich. Wegen j(Ker(go)) C M ist dann auch j(Ker(ap)) endlich. Da j eine Einbettung ist, ist
Ker(¢) eine endliche Untergruppe von Oj;. Damit folgt die andere Inklusion Ker(y) C p(K), denn
jedes Element 2 € Ker(y) hat hochstens Ordung Ord(Oj;) = n, also gilt 2™ = 1. O

Bemerkung 8.4 Die Menge (O, ) ist genau dann ein Gitter in H, wenn es Einheiten im Ganzheits-
ring €1, ..., er4s—1 € O so gibt, dass gelten

1. Die Menge {¢(c1), ..., ¢(erys—1)} ist R-linear unabhiingig.

2. Die g; erzeugen p(O ) iiber Z, das heifst:
p(0%) = 1(i(0%) = Zp(e)) ®... @ Lp(erts-1)

Folgerung 8.5 (Dirichletscher Einheitssatz)
Es gilt die Isomorphie der folgenden abelschen Gruppen:

Ox = p(K)xz !
Konkret heifit das, dass es fiir alle u € O} genau eine Einheitswurzel ¢ € p(K) und ganze Zahlen

n; € 7 so gibt, dass gilt
_ ni Nr+s—1
u = C'El sl
mit €; wie in der vorangegangenen Bemerkung.

Beweis. Sobald wir wissen, das ¢(OJ ) ein Gitter in H ist erhalten wir die Aussage der Folgerung
aus dem Hauptsatz iiber endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen. O

Wir wollen nun die Aussage, dass ¢ (O ) ein Gitter in H ist, schritweise in der nach Bemerkung
umgeformten Version beweisen.

Lemma 8.6 ¢(O) ist eine diskrete Untergruppe von H.
Beweis. Fiir alle ¢ € R setze
B. = {(a:o)aeg e RS ‘ |zg| <c Vo€ E}

Es geniig nun zu zeigen, dass der Schnitt von B, und (O ) endlich ist fiir alle ¢ € R,.. Wir wissen
bereits, dass j(Of) ein Gitter in Kp ist und die Menge

I~Y(B,) = {(zg)geg € H C ‘ exp(—c) < |zo| < exp(c) Vo € Z}
oEY
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ist offensichtlich beschrinkt. Also ist j(Og) N [~!(B.) eine endliche Menge. Dann ist aber erst recht
die kleinere Menge j(O5) N 17'(B,) endlich. Wende nun [ auf diese Menge an, dann ist

1(j(O) NI (Be)) = (J(OF)NB. = 9(OF%)N B

endlich. 0O

Nach diesem Lemma gibtes alsoe1, . .., g4 € O mit der Eigenschaft, dass die Menge { oler), ..., go(sd)}
linear unabhéngig iiber R ist und

0(O)) = Zo(e1) @ ... @ Zp(eq)

Nach Lemma [7.2|ist dann aber ¢ (O ) ein Gitter im R-Erzeugnis < ¢(e1),...,¢(eq) >r der ¢(e;)
in H. Damit miissen wir noch zeigen, dass d = r + s — 1 ist, dann ist ¢ (O} ) ein Gitter in H nach
Bemerkung [8.4] Auch diesen Beweis spalten wir in einige leichtere Aussagen auf:

Lemma 8.7 Fixiere ein beliebiges T € X, dann gibt es fiir alle Zahlen o € O \{0} eine ganz-
algebraische Zahl 5 € O \{0} mit

E
NE@| < (2) - ViDa]
und
log |o(B)| < log|o(a) fiir alle 0 € X\{7,7}
Beweis. Definiere fiir alle o € X reelle Zahlen ¢, € R mit
@ cc = ¢z
(ii) Furalleo € X\{7,7} gelte 0 < ¢, < log|o(a)|
(iii) Fir das Produkt gilt

C = Hcg = (i)S\/W

oeY

Durch diese Bedingungen werden auch c; und c= eindeutig bestimmt. Setze weiter
X = { (z0)oex € Kr ! |26| < ¢, furalleo € E}
dann erhalten wir die Gleichung
volre, (X) = 2°-wolgn(X)

mit einem in R" verallgemeinertem Zylinder

X = { (Zo)oen € R™

|zs| < co falls o reell
w2+ 22 < 2 falls o komplex

Aus der reellen Analysis kennen wir volgn (X) bereits, damit erhalten wir

volp, (X) = 2°-wolgn(X) = 2°- H 2¢, - H Co
ocex

o reell o kgren?)lex
25 e = 2277\ /|IDg| = 2" - vol (j(Ok))
Mit dem Satz von Minkowski II folgt nun die Existenz von f3. O
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Ubungsaufgabe 3 Sei K ein Zahlkorper iiber Q. Zeigen Sie:
Fiir a € N gibt es nur endlich viele a <l O mit N(a) = a.

Lemma 8.8 Fixiere ein beliebiges T € %, dann gibt es ein u € Oy mit
log|o(u)| < 0 fir alle 0 € X\{7, 7}

Beweis. Wenn wir das vorangegangene Lemma [8.7] successive anwenden erhalten wir eine Folge
ai,qg, ... € O mit

(1) NS ()] < (i) V/|Dk|=:C firi=1,2,...

(2)  loglo(ay)| > loglo(ait)] firi=1,2,... und alle 0 € X\{7,7}

Wegen N((a)) = Néf und (1) sind die Normen der Hauptideale («;) fiir alle 7 = 1,2... durch C
nach oben beschriinkt. Nach Ubungsaufgabe [3| gibt es nur endlich viele Ideale a <t O deren Norm
kleiner oder gleich C ist. Also gibtes ¢ € N, so dass fiir ¢ < 7 gilt

() = (a5)

Wenn zwei Hauptideale gleich sind gibt es aber eine Einheit u € O mit o; = u - a;. Nach (2) gilt
dann aber

log|o(u)| = log|o(ay)| — loglo(a;)| < O fir alle o € X\{7,7}

a

Ubungsaufgabe 4 Seien n,m € N natiirliche Zahlen und A := (a; ;) € Maty,»n(R) eine Matrix
mit

(1)  a;; >0 furallei = 1,..., min{m,n}

(2) a;; <0 firallei=1,...,mundj=1,... , nmiti # j
m

3) > ai;=0 firalle j=1,...,n
i=1

Zeigen Sie: Dann gilt rg(A) = m — 1
Satz 8.9 Die Menge o(Oy) = [(j(O})) ist ein Gitter in H.
Beweis. Wir betrachten noch einmal die Menge der Einbettungen von K nach C genauer:

X = {01,...,UT,71,?1,...,Tn,?n}

~~

reell komplex

Mit dem vorangegangenen Lemma gibt es dann Einheiten ¢, .. . e,45 € O so dass die Matrix

logloi(e1)] logloi(ea)] --- logloi(erts)|
A = 10g‘07(81)| log‘or(€2)| log‘ar(€r+s)‘
log|ri(e1)] log|ri(e2)] - log|mi(erts)l
log|rs(e1)| log|rs(e2)| -+ log|7s(erys)|
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Die Eigenschaften (1), (2) und (3) von Ubungsaufgabe 4| erfiillt. Damit folgt nun
rg(A) = r+s—1
Und damit folgt aus Dimensionsgriinden

H = <p(e1),...,p(ergs—1) >R

Also enthilt ¢(Oj) eine Basis von H. Nach Lemma [8.6|ist (O} ) diskret in H. Insgesamt folgt
dann mit Lemma([7.2] die Behauptung. O

Wir haben nun den Dirichletschen Einheitssatz[8.5] gezeigt. Dieser besagt, dass fiir die Einheitengrup-

pe des Ganzheitsringes
Of = u(K)xz+ (%)

gilt. Wobei r die Anzahl der reellen einbettungen von K in C und s die Anzahl der Paare von kom-
plexen Einbettungen von K in C ist. Weiter bezeichnet ;( K') die Gruppe der Einheitswurzeln in K.
Aus (x) erhalten wir, dass es €1, ..., &,45-1 € OJ git, so dass es fiir jede Einheit u € O eindeutig
bestimmte n1,...,ny4s—1 € Zund ¢ € p(K) gibt mit

r+s—1

u = (- H et
i=1
Definition 8.10 (Grundeinheit)
Eine Einheit ¢ € Oj; heifst Grundeinheit, falls gilt
< xeflzeZ > = O
Anmerkung Ist ¢ € O eine Grundeinheit, dann sind — ¢, % und —% die anderen Grundeinheiten.

Beispiel 25 (Quadratische Korper)
Sei K = Q(V/d) fiir ein d € Z quadratfrei. Es gilt

{£1, i} fallsd= -1

wK) = p(QWd) = { {+£1, tw, +w?} fallsd = —3mitw = e5"
{+£1} sonst
Sei ( eine Einheitswurzel von der Form ( = e . Aus Algebra I wissen wir, dass dann fiir die

Eulersche-p-Funktion gilt
p(n) = [Q(C): Q]
Ist ( € p(K), dann ist o(n) < 2. Was konnen wir nun fiir n schliefien? Sei
n o= pit-...opek

die Primfaktorzerlegung von n, dann gilt

o = - (-3)

= ' -1 -1 < 2

Diese Ungleichung kann aber nur erfiillt werden, wenn n. € {2, 3,4} ist. Damit kénnen wir die Ein-
heiten im Ganzheitsring O i ndher bestimmen.
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Fall (d < 0): In diesem Fall gibt es keine reelle Einbettung von K nach C und wir erhalten r = 0
und s = 1. Mit dem Dirichletschen Einheitssatz[8.3] gilt dann

0% =2 u(K) <z 1 = p(K) <zt = p(K)

Fall (d > 0): In diesem Fall gibt es keine komplexen Einbettungen, also folgt r = 2 und s = 0.
Weiter haben wir gesehen, dass fiir d ¢ {—1,—3} gilt f(K) = {£1} Mit dem Dirichletschen
Einheitssatz[8.5] gilt dann

OF = pwK) =<zt = {£1} xZ2*71 = {£1} xZ

Es gibt also insbesondere eine Grundeinheit € in O, das heift fiir jedes u € O} gibt es ein
m € Z mit u = €™ oder u = — ™. Wir wollen nun die Grundeinheiten in O bestimmen
Da d > 0 ist, ist K C R ein Unterkorper und d ist die positive Nullstelle von X 2 _d. Wir
betrachten nun wieder bekannte Fallunterscheidungen modulo 4:

d = 2,3 (4): Wir wissen schon, dass in diesem Fall O = 7[/d) gilt. Weiter haben wir
OF = {Xe Ok |NF(\) e {£1}}
= {x+\/gy‘x,y€Z/\|x2fdy2| :1}

Wie finden wir nun die Grundeinheiten? Angenommen € = a + \/d b mit a,b € N wiire so
eine Grundeinheit. Fiir m € 7, schreibe €™ =: a,, + \/d b,,, dann ist

bpt1 = bapy +bpa = byi1 — by = bay, +bp(a—1) > 0

Algorithmus zur Bestimmung der Grundeinheiten in Q(\/d) mit d = 2,3 (4):

1. Teste fiirb=1,2,3,...0bdb*> + 1 oder db*> — 1 ein Quadrat in Z ist.
2. Ist db® + 1 [bzw. db*® — 1] ein Quadrat in 7, so setze a®> = db* + 1 [bzw. a® =
db? — 1]
3. & = a + Vdbist eine Grundeinheit in Ok
Mit der Anmerkung nach Definition [8.10]sind somit alle Grundeinheiten bestimmt.

Beispiel (Bestimmung von Grundeinheiten)
Sei d = 2 dann teste b = 1. Es gelten

d*+1=2-1+1=3 und d’*—-1=2-1-1=1
also ist db* + 1 kein Quadrat in 7 aber db*> — 1 ist ein Quadrat. Setze also a = 1, dann
iste = a++db = 1+ /2 eine Grundeinheit in 7.[v/2]*.
Seinun d = 3. Teste b = 1. Es gilt
d*+1=3-1+1=4=2

ist ein Quadrat in 7. Setze also a = 2, dann ist dann ist ¢ = a + Vdb = 2+ /3 eine
Grundeinheit in Z[\/3].
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1 (4): Auch in diesem Fall haben wir den Ganzheitsring schon bestimmt. es gilt

o = z[YEE] (VI ez na=y ()
= {x;y+y\/&2+1‘x,y62/\a;zy(2)}

Wie im vorangegangen Fall wollen wir nun die Grundeinheiten bestimmen. Sei also

1
€ = 5-(@—1—\/;117) mita,b € Z; unda =b (2)

eine Grundeinheit, dann setze wieder
1
5m = 27m : (am + \/&bm)

Mit der gleichen Rechnung wie oben erhalten wir auch hier by,11 > by,. Und fiir die
Einheiten erhalten wir die Beschreibung

OF = {XeOg | NSO e {£1}}
{:Hgfdy‘:c,yez Alz? —dy?| =4 A :I:Ey(Q)}

Algorithmus zur Bestimmung der Grundeinheiten in Q(\/d) mit d = 1 (4):

1. Teste fiirb=1,2,3,...0bdb*> + 4 oder db*> — 4 ein Quadrat in Z ist.
2. Ist db® + 4 [bzw. db® — 4] ein Quadrat in Z, so setze a®> = db* + 4 [bzw. a® =
dv* — 4]

3 &= ‘”T‘/E”’ ist eine Grundeinheit in O,

Mit der Anmerkung nach Definition sind somit alle Grundeinheiten bestimmt.

Beispiel (Bestimmung von Grundeinheiten)
Sei d = 5 dann teste b = 1. Es gilt

d’+4 =5-1+44 = 9 = 32
3+v5
2

Setze also a := 3, dann ist ¢ = eine Grundeinheit.

Folgerung 8.11 Fiir eine in Z quadratfreie Zahl d € N mit d = 2,3 (4) sind die in Z liegenden
Losungen der Gleichung |1 — dy?| = 1 gegeben durch

lz+Vdy| = (a+Vdb)™

fiir einm € Z.

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus dem entsprechenden Fall des vorangegangenen Beispiels. O

Bemerkung 8.12 Sei K = Q(\/d) fiir ein d € N quadratfrei. Bezeichne D := Dy die Diskriminante
von K, dann gilt

t++vDu
Ok = { 2

tuel /\|t2—Du2|:4}
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Beweis. Wir haben bereits gezeigt, dass

. _ 4d  fallsd = 2,3 (4)
b= Dx = { d fallsd = 1 (4)

Damit ist im Fall d = 1 (4) nichts mehr zu zeigen. Fiird = 2,3 (4) ist ¢t wegen
[t? — 4du®| = 4

durch 2 teilbar und es gilt

NE(PYPY) _ owg (b i) = (D) - a e 2

Beispiel 26 Bestimme alle Losungen (x,vy) € Z* der Gleichung
2 —2f =7

Wir wollen diese Problemstellung so interpretieren, dass wir sie in den uns jetzt bekannten Ringen
untersuchen konnen. Eine geeignete Umformung des Problems wire also:

Bestimme alle Elemente x + /2y € Z[\/2] mit
Ni(z+V2y) = 7 = N((z+v2y))

Wir betrachten also Elemente in K = Q(\/2). Da 7 eine Primzahl ist betrachte zundichst das von 7 in
Ox aufgespannte Ideal:

70k = (3+V2)-(3-V2)
Also enthdlt die Menge

{u-B+V2),u-3-V2)|uec O} ANE(u) =1}

alle gesuchten Losungen. Im vorangegangenen langen Beispiel haben wir gezeigt, dass ¢ = 1 + /2
eine Grundeinheit von Z[/2]* ist. Damit ist

{u-(3+V2),u-(3—V2)|ue {£(1+v2)"|n gerade } }
die gesuchte Losungsmenge, denn fiir gerades n gilt
NE@) = NE( VD) = NEQEVD = (1t = 1

Wir wollen als néchstes den Regulator von einem endlichen Erweiterungskorper K/ Q einfiihren. Fiir
dessen Herleitung betrachte wieder die Abbildung

. Gal(C
¢: 05 = K L (KegR) 5 (EPR) HEM e g
oeX

Wir haben die Menge

H = ker [Tr: (@R)Gal(c/R) N R]

oeY
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eingefiihrt und in Satz 8.9| gezeigt, dass ¢ (O ) ein Gitter in H C R"** ist. Auf dem R-Vektorraum
R"* haben wir das standart Skalarprodukt < -, - >. Durch Einschrinkung dieses Skalarproduktes auf
H wird (H, < -,- >p) zu einem euklidischen Raum. Wir konnen also Mengen in H messen. Seien
nuney,...,&45-1 € O so, dass

‘P(O;() = Zp(er)+ ... +Zp(erts—1)

Setze A := ﬁ (1,...,1) € R""%, dann ist < A\, A >= 1 und das Erzeugnis < A >p von \ iiber

R steht senkrecht auf H, das heil3t fiir alle z €< A >r und alle h € H gilt < x,h >= 0. Definiere
weiter die Matrix

)‘1 90(51)1 e 90<€r+s—1)1
M = € Mat, {sxris(R)

Arts ‘P(El)r—i-s ‘P(Er+8—1)r+s

Definition 8.13 (Minoren)

Sei A € Maty,xm(R) eine Matrix, dann bezeichne A™ die n — 1 x m — 1 Untermatrix von A, die
durch streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte aus A entsteht. Wir nennen diese Unermatrizen auch
die Minoren von A.

Betrachte nun

7+

volH(ap((’)[X<) = volH<{Zti<p(€i) 0<t <1 })
i=1
rts—1
= volﬂws({ ; ti o(ei) +t0>\)0 <t; <1 })
= | det(M)|

Wihle ein i € {1,...,7 + s} beliebig und fixiere in M die i-te Spalte. Addiere nun alle anderen
Zeilen einmal zur i-ten Zeile hinzu, dann erhalten wir die Matrix

Al ele)r - plergs—1)1
) Xic1 o pler)i-1 o p(Ergs—1)ia1
M = \;:_% 0 T 0 € Mat, {sxris (R)
Ait1 @E)itr 0 P(Erps—1)it1
>\r+s 90(51)7’+s tee 80(5r+571)r+s

wobei aber die Determinanten von M und M gleich sind und es gilt

r+s

|det(M)| = |det(M)| = \m‘.‘ndet(m,j)‘
j=1

Mit diesem Ma fiir das Gitter ¢(Oj;) in H haben wir die Herleitung des Regulators abgeschlossen:
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Definition 8.14 (Regulator von K)
Wir nennen

vol (H/ w(@?))

Ry =
den Regulator von K.

Beispiel 27 Wir betrachten wieder einen quadratischen Korper K := Q(\/ZZ) mit d € Zy quadrat-
frei. Dann vereinfacht sich die Abbildung ¢ zu

p: 0% = K < RxR  — R?
A = (01(/\),0'2()\))
(z,y) = (log|z|,logy|)

Denn % = 2. Fixiere nun eine Grundeinheit € € (’)[X(, dann ist

ple) = (log‘al(s){,log‘@(s)o € H={(z,—z)|zeR}

Wir wissen bereits, dass r = 2 und s = 0 gilt. Fiir die Matrix M gilt damit

1
M= ? log|01(€)’
Vo) log|02(6)’
Und wir erhalten den Regulator
Ri = Ry = ‘10g|01(5)” = ‘log‘@(s)”

Konkret gilt zum Beispiel fiir d = 2

Ri = Rgyq = log(1+v2)
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Kapitel IV

Primzahlen und Primideale

9 Lokalisierung und lokale Ringe

In diesem Abschnitt wollen wir die Konstruktion des Quotientenkorper verallgemeinern. Dabei er-
halten wir Ringe, die nur ein einziges maximales Ideal enthalten und in diesem Sinne einfacher als
die Ursprungsringe sind. Weiter konnen wir viele Eigenschaften ,,lokal* nachweisen, d.h. wenn die
Eigenschaft auf allen Lokalisierungen gilt, dann gilt sie auch auf dem Ursprungsring und umgekehrt.

Definition 9.1 (Multiplikatives System)
Sei A ein Ring. Eine Menge S C A heif3t multiplikativ oder multiplikatives System in A, falls gelten

i 1pe8

(ii) Fiiralle x,y € S'istauchx -y € S.
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Beispiel 28 Sei A ein Ring.
s Sei f € A dannist S = {1, f, f2,...} multiplikativ.
* Sei p € Spec(A), dann ist S = A\ multiplikativ.

* Die Mengen {0,1}, A sind multiplikativ.

Konstruktion 9.2 (Lokalisierung von Ringen)
Sei A ein Ring und S C A dann definiere eine Aquivalenzrelatiorﬂ auf A x S via

(a,s5) ~ (b,t) & FueS: ulat—>bs)=0

Die Aquivalenzklassen (a, s) beziiglich dieser Relation bezeichnen wir mit < und die Menge aller
Aquivalenzklassen mit S~ A. Mit den Abbildungen

+:87'AxStA - 5714
<g 9) = at + bs
st st

und
S S8TAxSTIA —» s7iA
(a b) ab
-, = '_> —
st st
wird S™YA zu einem Ring. Fiir die Wohldefiniertheit der Abbildungen + und - ist wie iiblich die
Unabhiingigkeit von der Wahl der Vertreter in den Aquivalenzklassen zu zeigen. Dies ldsst sich unter

Verwendung der Definition der Aquivalenzrelation aber leicht nachrechnen.
Wir nennen S~ A die Lokalisierung von A in S.

Bemerkung 9.3 Sei A ein Ring und S C A ein multiplikatives System mit 0 € S, dann ist S~' A der
Nullring.

Beweis. Ist 0 € S, so ist die Bedingung u(at — bs) = 0 fiir alle a,b € Aund alle t,s € S mitu =0
erfiillt, also enthilt der Ring S~' A nur ein Element. O

Anmerkung Diese Konstruktion verallgemeinert tatsidchlich die Quotientenkorper, denn ist A ein
Integritéitsring und ist S = A\{0}, so ist die Bedingung, dass es ein u € S mit u(at — bs) = 0 gibt,
Aquivalent dazu, dass (at — bs) = 0 ist.

Bemerkung 9.4 Sei A ein Integritcitsring und S = A\{0} sowie T C S zwei multiplikative Systeme,
dann gilt
A C T7'A c Quot(d) =514

Insbesondere ist also T~' A nullteilerfrei.
Lemma 9.5 Sei A ein Ring und S C A multiplikativ. Die Abbildung

0: A — S7'A
a
a — -
1

'Es lasst sich leicht Nachrechnen, dass die hier definierte Relation tatsichlich eine Aquivalenzrelation ist.
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hat den Kern {a € A|Ju € S : wa = 0}. Insbesondere ist diese Abbildung im allgemeinen oft
nicht injektiv!

Desweiteren besitzt diese Abbildung eine universelle Eigenschaft. Das heif3t fiir alle A-Algebren B mit
Ringhomomorphismus ¢ : A — B, fiir welchen 1(S) C B* gilt, gibt es einen eindeutig bestimmten
Ringhomomorphismus ¢ : S™*A — B mit ¢ o ¢ = 1. Mit anderen Worten: Das untenstehende
Diagramm kommutiert

A—"—5714
|
3
x ‘|( ¢
B
Beweis. Betrachte zunéchst den Kern von ¢ es gilt
0
a € Ker(p) < % =7 inS~'A

& JueS:ul-a—-0) =ua =0
Fiir den Nachweis der universellen Eigenschaft setze
a -1
6(%) = v@)- (v
Diese definition ist wohldefiniert, denn ¢(S) C B also gibt es multiplikative inverse zu v(s) fiir
s € S. Weiter erfiillt die Abbildung ¢ die Kommutativitit des Diagramms, denn
-1

bowla) = ¢(7) = v(@- (D))" = v

Konstruktion 9.6 (Lokalisierung von Moduln)
Sei A ein Ring und S C A multiplikativ. Weiter sei M ein A-Modul, dann definiere eine Aquivalenz-
relation auf M x S via

(m,s) ~(n,t) = JueS: ulmt—ns) =0y

Die Aquivalenzklassen (m, s) beziiglich dieser Relation bezeichnen wir mit = und die Menge aller
Aquivalenzklassen mit S~ M. Beziiglich der Abbildung

+:S M xS 'M - ST'M
(m n) mit + ns
7’ — H —
st st
ist ST M eine abelsche Gruppe. Diese wird via
G AxSTIM — §7iMm

m am
a,—) —» —
S S

zu einem A-Modul und via

o: S 'AxS'M — S'm

a m am
o) -
st st
auch zu einem S~ A-Modul})

’Die Wohldefiniertheit der Abbildungen +, -, ® ist wie in der vorangegangenen Konstruktion wieder leicht.
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Notation 9.7 Seien A ein Ring und M ein A-Modul.
o Fiir f € Asei S := {1, f, f2,...}. Wir schreiben
Ap == S'A  und My = ST'M
* Fiir p € Spec(A) sei S := A\p. Wir schreiben
A, =S4 und M, = S'M
Lemma 9.8 Seien A ein Ring, S C A multiplikativ und M, N zwei A-Moduln mit Modulhomomor-
phismus f : M — N. Dann ist
S7tr.8 M — STIN
mo o f(m)

S S

ein Homomorphismus von S~ A Moduln mit
Ker(S71f) = S™1Ker(f) und Im(S7'f) = S~ 'Im(f)

Folgerung 9.9 Secien A ein Ring, S C A multiplikativ und ist
0O - My - My —» Mg — 0
eine kurze exakte Sequenz von A-Moduln, so ist
0 - S™'My — S7'My, = STIM; — 0

eine kurze exakte Sequenz von S~ A-Moduln.

Notation 9.10 Sei A ein Ring und S C A multiplikativ. Beziiglich der Abbildung
p: A — S7'A

., @
a b
1

aus Lemma setzen wir fiir Ideale ag <1S™1 A
as NA = ¢ Y(ag)
Lemma 9.11 Sei A ein Ring und S C A multiplikativ. Es gelten
a) Fiir alle Ideale a5 <1 S~ A gilt: S~ '(agNA) = ag und die Abbildung
e {ag<S'A} - {a<4}
as = ¢ '(ag) =: (asNA)
injektiv. Insbesondere bildet ¢ Primideale wieder auf Primideale ab.

b) Sei a <A dann sind dquivalent

(i) Es gibt ein ag 1S~ ' AmitagNA = a
(i) Esgilta = S~1anA
(iii) Die Menge w(S) mitm: A — A/a ist Nullteilerfrei
¢) Die Einschrinkung von ©® auf das Primspektrum von S~ A induziert eine Bijektion

Spec(S~1A) LN {p € Spec(A) | pnS =0}
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Beweis. Fiir den Nachweis von Teil (a) betrachte
Ker(p?) = {aseS™'A| ¢ (as) = (0)} = (0)

also ist @ injektiv. Sei nun 9 € Spec(S~1A) und sei ab € PNA. Wegen der Primeigenschaft von
B sind ist entweder p(a) € P oder p(b) € P. Ohne Einschrinkung sei ¢(a) € B, dann gilt aber
¢ ! (p(a)) = a € e 1 (P), also ist PNA prim.

Fiir Teil (b) miissen wir Aquivalenzen zeigen. Wir betrachten zunéchst den Sonderfall 0 € S und
haben nichts zu zeigen, da S~' A = {0} als einziges Ideal das Nullideal enthilt. Sei also 0 ¢ S, dann
ist S in A Nullteilerfrei. Die Implikation ,,(ii) = (i) ist trivial und die Gegenrichtung folgt aus der
Injektivitidt von ¢®. Wir wollen nun den Schritt von (ii) nach (iii) betrachten. Im Sonderfall a = A ist
nichts zu zeigen, sei also ohne Einschrinkung a # A. Es gilt 7(.S) ist genau dann Nullteilerfrei, wenn
SNa = . Angenommen z € SNa,dann gilt 1 € S~ aalsoist S~! a = S~ A. Nach Voraussetzung
gilt

a=S5"anNA = STTANA = A

Dies ist aber Widerspriichlich, also ist aNS = &. Wir miissen nun noch von (iii) auf (i) oder (ii)
schlieBen. Nach Voraussetzung ist 7r(S) Nullteilerfrei, also haben S und a leeren Schnitt. Betrachte
nun

e (S a) = {aEA‘%ES_Ia} = {aGA’HsES i sac€a} = a
Fiir Teil (c) ist nach den Teilen (a) und (b) nichts zu zeigen. O

Bemerkung 9.12 Sei R ein Ring, dann bezeichnen wir die Menge der endlich erzeugten Ideale von
R mit I(R). Diese Menge wird beziiglich + zu einer Gruppe. Ist R noethersch, so sind alle Ideale von
R endlich erzeugt.

Satz 9.13 Sei A ein Dedekindring und S C A eine multiplikative Teilmenge, dann ist auch S~ A
dedekindsch. Bezeichne weiter K = Quot(A) den Quotientenkérper von A, dann ist

S7la = a($7'4) = {f eK)xeaAses}
s
das von a <|A in S~ A erzeugte Ideal. Ide Abbildung

loc: I(A
a

I(S71A)

%
= Sla

induziert den Isomorphismus

I(s7t4) = {p1~~pr{r€N/\pi€Spec(A) ANpinS=2} <I(A)

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass S~' A dedekindsch ist. Dass S~! A noethersch ist folgt sofort aus
der entsprechenden Eigenschaft von A und Lemma Teil (b). Da A ein Integrititsring ist, gilt

A C S'A C K = Quot(A) = Quot(S~'A)

Seinun 2 € K ein iiber S~! A ganzes Element, das heif}t es gilt

G a a _
D dlgn—ty 4 20 mita; € Aunds; € S
Sn—1 S1 S0

0 = 2"+
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Dannist s,,_1 - - - 1 - 8o -« ganz liber A. Da A ganzabgeschlossen ist, gilt sogar s,,_1---s1-Sg-x € A
also ist S,,—1---51 - 5o - ¢ € S™'A und damit ist auch S~'A ganz abgeschlossen. Wir miissen nun
nurnoch zeigen, dass jedes Primideal undgleich Null von S~!A ein maximales Ideal ist. Sei dazu
m € Spm(S~1A) ein maximales Ideal mit

P Cm fiir ein P € Spec(S~1A)
Die Abbildung ¢® aus Lemma(9.11|ist Inklusionserhaltend, also gilt
PTNA C mnNA
Da A dedekindsch ist muss entweder 8 NA = (0) sein, und damit folgt nach Lemma
P = STUFENA) = (0)
oder P NA = mNA. In diesem Fall folgte aber
p =S PNA) = S mNA) =m

Damit ist S~ A ein Dedekindring. Wir betrachten nun den zweiten Teil der Aussage. Es gilt loc ist
surjektiv, denn sei ag € I(S~1A), dann ist nach Lemma as NA ein Urbild. Betrachte

Ker(loc) = {a€cI(A)|ST'A=5"a} = {acl(A)|A=(S"a)nA}
= {aEI(A)]EIaGa,sES: %:1} = {acl(A)|anS+£02}

Sei nun U die in I(A) von den Primidealen o € Spec(A), die mit S leeren Schnitt haben erzeugte
Untergruppe, das heif3t

U = {p1-p |reNAp; €Spec(A) N piNS=2} < I(A)

Die Einschriankung von loc auf U ist offensichtlich surjektiv. Es gelten

I(A) = P Z und Ker(lor) = P Z

p€ESpm(A) ©ESpm(A)
©NS#D

Mit Teil (¢) von Lemma(9.11|gilt dann auch

I(s7'4) = P z
pESpm(A)
eNS=g

Definition 9.14 (Lokaler Ring)

Einen Ring R mit nur einem einzigen Maximalideal m nennen wir einen lokalen Ring. Wir benutzen
die folgenden Schreibweisen:

(R, m) fiir den lokalen Ring mit Maximalideal m sowie

(R, m, k) fiir R, m wie oben und k. = R/m

102



Lemma 9.15 Sei A ein Ring und o € Spec(A)\{(0)} ein Primideal. Dann ist A, = S~'A mit
S := A\g ein lokaler Ring. Das maximale Ideal ist das von @ in A, erzeugte Ideal

PA, = {g‘aEQ/\seA\p}
Beweis. nach Lemma gibt es eine Bijektion

{a<d]an(A\p) =2} <5 {b<4,}
a = ad,
v (b) < b

Es gilt offensichtlich
anN(A\p) =9 & aCop

Das heiBit jedoch genau, dass alle Ideale von A, in p A, enthalten sind. O

Bemerkung 9.16 Sei A ein Ring und m <A ein Ideal. Es gilt: Genau dann ist (A, m) ein lokaler
Ring, wenn A\ m = A* ist.

Beweis. Sei (A, m) ein lokaler Ring und sei z € A\ m. Dann ist (x) = A, denn (z) € m. Also
istz € A*. Seinun A\m = A und sei a <A mit a # A. Dann ist aNA* = & also nach
Voraussetzung a C m. O

Lemma 9.17 Sei A ein Ring und o € Spec(A), dann gibt es gibt eine injektive Abbildung
A A _ (A ) _.
Vo = Aojoa, = Quot(44) = s(p)
und (Ap, A, n(p)) ist ein lokaler Ring. Ist @ insbesondere maximal, so gilt A/p = k(p).
Beweis. Setze S := A\ p und sei S das Bild von S unter der natiirlichen Projektion
T A —» A/p

Dann gelten
g1 (A/p) - g (A/p) und S = (A/p) \{0}

Da g ein Primideal von A ist, ist der Quotient ein Integritdtsring und es gibt eine natiirliche Inklusion

A/p — Quot (A/p>

Definition 9.18 (Diskreter Bewertungsring)
Wir nennen einen lokalen Ring einen diskreten Bewertungsring, wenn er ein Hauptidealring ist.
Hdiufig wird dies mit DVR fiir diskrete valuation ring abgekiirzt.
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Bemerkung 9.19 Sei (A, m) ein diskreter Bewertungsring, dann gibt es ein m in A mit (m) = m und
fiir alle x € A\{0} gibt es eine Einheit w € A* und einn € Ny so dass v = u - m".

Beweis. Wir betrachten zwei Fille

(r ¢ m): Nach Bemerkung ist jedes Element x € A\ m eine Einheit, setze also n = 0, dann gilt:

x =ax-m' = 2 € AX

(r € m): Esgibtein z1 € A mit x = zym. Wir unterscheiden wieder

1

(xr ¢ m): Wie oben gilt xt; € A*, damitistx = x; - m" von er behaupteten Form.

(x € m): Indiesem Fall gibteseinxo € Amitz; = x9 - malsox = xo - m?2.

Dieses Verfahren bricht entweder ab, oder wir erhalten wir eine Kette
() C (#1) C (22) € (x3) C ...

von Hauptidealen. Da A ein Hauptidealring ist, ist A insbesondere noethersch. Also gibtes einn € N

ab dem die Kette stationir wird, das heiBt (x,) = (x,+1). Dann gibt es aber eine Einheit u € A*
mit ,, = u - x,41. Nach Konstruktion gilt aber auch z,,+1 = =, - m also ist z,, - (u —m) = 0. Weil
aber u — m nicht in m liegt, folgt die Behauptung. O

Definition und Folgerung 9.20 (Bewertung)
Sei (A, (m)) ein nullteilerfreier diskreter Bewertungsring, dann ist die Abbildung

v:A — ZU{oo}

x =  v(z)

eindeutig durch die Gleichung = = u - m*® fiir ein u € A* und die konvention v(0) = oo
bestimmt. Wir nennen v die Bewertung. Es gelten

® v(zy) = v(@)+ov(y)
(i) v(z) = max{neNy|ze(m)"}

Insbesondere hiingt also v nicht von einer Wahl eines Erzeugers von (m) ab.
(iii) v(z +y) > min{v(z), v(y)} und

v@+y) = min{o(@), o(y) }. falls v(x) £ o(y)

Satz 9.21 Sei A ein Dedekindring und o € Spm(A) ein maximales Ideal, dann ist A, ein nullteiler-
freier diskreter Bewertungsring.

Beweis. Nach Lemma ist A, ein loakler Ring und nach Satz [0.13]ist A, dedekindsch. Da in
Dedekindringen alle Primideale, die nicht (0) sind, maximale Ideale sind, gibt es nur zwei Primideale
in A, nidmlich

Spec(Ay) = {(O), pAp}

Weil sich in Dedekindringen jedes beliebige Ideal eindeutig in Primideale zerlegen lésst, enthilt
{(pAp)"[neN} U{(0)}
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alle Ideale von A,,. Es gilt pA, # (pA,)? wihle also a € pA,\(pA,)?. Nach obiger Uberlegung
gibt es dann ein m € N mit (o) = (pA,)™. Weil aber o ¢ (pA,,)? kann m nicht groBer als 1 sein.
Alsoist (o) = pA,, und die Menge der Ideale von A, ist

{(@™|neN} uU{(0)}
a
Lemma 9.22 Sei A ein Dedekindring und seien a <A ein Ideal mit a # (0) und p € Spm(A). Es

gilt: Genau dann ist
aA, = (pAy)™ fireinm € N

wenn a = " - b fiir ein b <<A mit p 1 b.
Beweis. Angenommen b ist so ein Ideal, dann gilt
ad, = (pmAy)- (bA,) = {% e k(p) ‘a caunds e A\p}
Weiter konnen wir die Bedingung o 1 b iibersetzen in
ptb & b g p & Jzebn(d\p)
Dann liegt aber 1 = < im Ideal bA, und es gilt
ad, = (p"Ap)- (bA,) = p"A, = (pAy)"

Fiir den Nachweis der anderen Implikationsrichtung kénnen alle hier gegebenen Argumente riickwerts
gelesen werden. O

Wenn A ein dedekindscher Ring ist, dann gibt es fiir alle p € Spm(A) eine Abbildung
v k()" > Z
Und es gilt k(p) = Quot(A,) = Quot(A). Wir haben gezeigt, dass A, ein nullteilerfreier dis-

kreter Bewertungsring ist, also kann v, auf ganz () fortgesetzt werden. Fiir z € x(p)* gibt es eine
Darstellung = ¢ mita,b € A,\{0} und es gilt

vp(x) = wp(a) — vp(b)
Wir erhalten eine exakte Sequenz

*

Vo
0 = A — k(p) — Z — 0

Und fiir alle gebrochenen Ideale der Form (x) fiir ein z € x(p)* = Quot(A)* gilt

@) = [ e*@

pESpm(A)

Dabei sind nur endlich viele v, ungleich Null.

Ubungsaufgabe 5 Sei A ein Dedekindring und o € Spm(A) ein maximales Ideal, dann gelten
A, = {z€Quot(A)|vy(z) >0}
pA, = {x € Quot(A) | vp(z) > 0}
Folgerung 9.23 Sei A ein Dedekindring mit Quotientenkorper K := Quot(A), dann gilt
A = {z€ K |vy(x) > Ofiiralle p € Spm(A4) }
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Satz 9.24 Sei A ein Dedekindring, dann gilt

A = ﬂ A, =B C Quot(A)
p€Spm(A)
Beweis. Sei «x € B, dann gibt es ganze Zahlen ny, ..., n, € Z mit

() = zA = P/ --pr fiir Primideale p; € Spec(A)
Firalle: =1,...,r gilt dann
(@)pi = (zAg,) = (pidp)™

weil weiter x in jedem der A, liegt folgt dann aus Ubungsaufgabe dassn; > Ofiiralle:s =1,...,r

ist. Also ist z € A und damit folgt B C A. Die andere Inklusion ist aber trivial, also folgt die
Behauptung. O

Lemma 9.25 Sei A ein Integritiitsring, und K := Quot(A) sein Quotientenkérper. Dann ist

A = ﬂ Anw C K
mée Spm(A)

Beweis. Fiir alle m € Spm(A) gilt die Inklusionskette A C A, C K, also ist

Ac (] 4w
m e Spm(A)

Fiir die andere Inklusion sei nun x ein Element aus dem Schnitt. Setze
a = {aeA{a-ajeA}

Dann ist a offensichtlich ein Ideal in A.
Behauptung Fiir alle Primideale o € Spec(A)\{(0)} gilt

ad, = {aeA@‘a-meAP}

Beweis. Sei ¢ € A, mita € Aund s € A\p, dass die Eigenschaft ¢ - » € A, erfiillt. Dann gibt es
einb € Aundeint € A\p mit

ax s
~ =7 = tax =sbe€eA = taca
S

dann lag aber bereits unser Element ¢ = ‘;—f im Ideal a A, was die Behauptung war. o

Mit der Behauptung gilt nun fiir alle Maximalideale m € Spm(A)
aAn = {aeAm‘a-xeAm} = An

Dann ist aber aN(A\ m) = & fiir alle m € Spm(A) und damit ist a in keinem Maximalideal von
A enthalten und insbesondere auch selber nicht maximal. Also muss a = A gelten und so folgt
r=1-z€A. O

Damit erhalten wir ein einfacheres Kriterium um zu entscheiden, wann ein Ring dedekindsch ist. Wir
konnen zeigen, dass die Eigenschaft ,,dedekindsch zu sein“ in gewissem Sinne eine lokale Eigenschaft
ist:
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Satz 9.26 Sei A ein noetherscher Integritiitsring. Genu dann ist A ein Dedekindring, wenn fiir alle
Primideale p € Spec(A)\{(0)} die Lokalisierung A, ein diskreter Bewertungsring ist.

Beweis. Wir haben bereits in Satz die Implikation
Aistdedekindsch = A ist diskreter Bewertungsring fiir alle p € Spm(A)

gesehen. Wir miissen also nur noch die andere Implikation zeigen und setzen also voraus, dass A, fiir
alle p € Spec(A4)\{(0)} ein diskreter Bewertungsring ist. Wegen Spm(A) C Spec(A4)\{(0)} folgt
aus Lemma
A = ﬂ A, C Quot(A)
p eSpec(A)\{(0)}
Als ersten Schritt zeigen wir nun, dass A ein dedekindring ist. Dazu priifen wir die in Definition [5.1]
spezifizierten Eigenschaften nach:

* Da A ein noetherscher Integrititsring ist, sind alle lokalisierungen A, Hauptidealbereiche, also
sind alle A, ganz abgeschlossen. Damit ist auch A ganz abgeschlossen, denn fiir ein ein ganzes
x € Quot(A) gibtes ap—1,...,a0 € A mit

"+ ap_ 12" '+ . H+az+a = 0

Dann ist aber x in jedem A, denn diese sind ganz abgeschlossen, also liegt x auch im Schnitt
der A, alsoin A.

» Seim € Spm(A), dann gibt es eine Bijektion
{p € Spec(A)|p C m } N Spec(An)

p = pAn
gnNA i q

Weil aber Ay, ein lokaler Ring ist, gilt fiir alle p € Spec(A)
0 = p=(0
b Ay = { (0) (0)
mA, = p=m
Also ist jedes Primideal p € Spec(A) entweder das Nullideal oder maximal.

Da wir die Eigenschaft, dass A noethersch ist, bereits vorausgesetzt hatten folgt somit die Aussage
des Satzes. O

Lemma 9.27 Sei A ein Ring und m € Spm(A) ein maximales Ideal. Zu jedem © € A\ m und jedem
n € Ngibteseiny € A\ mmitzy € 14+ m™

Beweis. Wir betrachten die natiirliche Projektion
T A —» A/m

Wir bezeichnen das Bild von z unter 7 mit 77(z) = Z. Wegen x ¢ m gilt T # 0. Weil m maximal
ist, ist der Quotient ein Korper, wihle also y € A so, dass w(y) = 7 = @ ! gilt. Dann ist aber
zy € 1 4+ m. Da m insbesondere auch prim ist, muss also entweder x oder y bereits in 1 + m liegen.
Ohne Einschrinkung gelte z € 1 4+ m, dann gibt es aber ein a € m mit x = 1 — a und es gilt

(1—a)-(14+a+a*+...+a"') = 1—a" = 1 modulo m"

Setzealsoy :==1+a+a’+...+a" !, damnistxy/ € 14+ m™ 0
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Lemma 9.28 Sei A ein Ring, M ein A-Moul sowie m € Spm(A) ein maximales Ideal. Dann gilt fiir
allen € N

M/m”M = Mm/man
Beweis. Die kurze Sequenz
n M
0O - m"M — M — “Qmny — 0
ist offensichtlich exakt. Lokalisieren erhilt Exaktheit nach Folgerung[9.9] also ist auch
0 - m"My, —» M, — Mm/man — 0

eine kurze exakte Sequenz. Wir erhalten die Isomorphie

M ~ M,
( /nl"M)m = T M,

Wir wollen nunzeigen, dass auch die folgende Isomorphie gilt:

M ~ M
( /m" M ) m /" M
Dazu betrachte ein typisches Element aus dem linken Quotienten. Etwa

a+m"

x < <M/mnM)m

mit x € A\ m. Nach vorangegangenem Lemma gibtes einy € A\ m mit zy € 1 + m". Damit
gilt
a+m"”  ya+m"
x N 1

Also ist die Abbildung

l:M/m"M — <M/m”M)m

A
)\»—>I

surjektiv. Sei nun
a+m" € M/m"M mit l(a+m") = 0

dann gibt es ein z € A\ m so dass za + m"” = 0+ m” gilt. Mit dem Lemma zuvor finden wir nun
wieder ein y € A\ m mit xy € 1 + m™. hiermit gilt
n

a+m” = zya+m" = m

also ist a € m™ und die Abbildung [ ist auch injektiv, was die Behauptung zeigt. O
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10 Verhalten von Primidealen in Korpererweiterungen

In diesem Abschnitt haben wir wieder ein paar Bezeichnungen, die wir iiber den ganzen Abschnitt
beibehalten wollen:

A bezeichne in diesem Abschnitt einen Dedekindring mit Quotientenkorper K := Quot(A).
Weiter sei L/K eine endliche separable Korpererweiterung B := A bezeichne den gan-
zen Abschluss von Ain L.

Wir haben in den letzten Abschnitten bereits gezeigt, dass dann auch B ein Dedekindring ist, den
wir als endlich erzeugten A-Modul auffassen konnen. Weiter wissen wir, dass Quot(B) = L ist. Wir
wollen in diesem Abschnitt untersuchen, wie die (Prim-)Ideale von B und A zusammenhingen, und
welche Aussagen wir von A nach B ,liften konnen und umgekehrt. Zunichsteinmal benétigen wir
eine Sprechweise:

Definition 10.1 Sei p € Spec(A) ein Primideal, dann sagen wir ein Ideal 3 € Spec(B) ,,liegt iiber
p, wennp = ‘P NA gilt. Wirschreiben dann auch 3 / p.

Dass diese Sprechweise nicht leer, sondern sinnvoll ist zeigt der folgende

Satz 10.2 Es gelten

a) Fiir alle P € Spec(B) ist P NA ein maximales Ideal in A.

b) Fiir alle p € Spm(A) ist p B # B und es gibt ein maximales Ideal B € Spm(B) mit p = P NA.
Beweis. . Fiir den Nachweis von (a) betrachte die Abbildung

A = B - By

Setze p := P NA, dann ist p ein Primideal, da der Quotient B/;B ein Korper ist. Da A ein Dedekin-

dring ist, geniigt es nun zu zeigen, dass p nicht das Nullideal ist. Sei dazu x € B \{0} dann gibt es
ein normiertes Polynom

f o= T'+a, 1T +... 4T +ay € KI[T]

und f ist das Minimalpolynom von x € L iiber K. Weil wir ein x # 0 gewihlt haben ist auch ag # 0.
Damit gilt
A > qa = —(a:” —|—an,1x”_1 +...+a1:1:) c mmA =p

Dann kann p aber nicht das Nullideal sein und wir haben (a) gezeigt. Fiir Teil (b) sei m € p \ p2. Dann
gilt (7) := 7A = pa fir ein ideal a <A mit p { a. Weil (1) € p? ist, teilt p? das Hauptideal ()
nicht. Also sind die Ideale p und a Teilerfremd, das heifit p + a = A. Damit muss es ein p € p und ein
a € a geben, sodass p+a = 1 und es gilt a ¢ p. Damitistap C ap = 7A.
Angenommen das von p in B erzeugte Ideal wire bereits der ganze Ring, also p B = B, dann folgte
aus der obigen Uberlegung

aB = apB C apB = 7B

Dann fénden wir aber ein x € B fiir das a = 7z giilte. Diese Gleichung kénnten wir dann Umformen
zux = = € KNB = A. Dann wiire aber a = 7 € p und das haben wir oben bereits ausgeschlossen.
Also muss p B # B gelten.

Sei nun B € Spm(A) ein maximales Ideal mit p B C P. Wir wissen nach Teil (a), dass p NA ein
maximales Ideal in A sein muss. Weiter gilt p C 8 NA. Da aber auch p ein maximales Ideal ist, folgt
die Behauptung. O

109



Definition und Folgerung 10.3 (Verzweigungsindex)
Sei p € Spm(A) dann gilt

pB = ][ B>
P € Spm(B)
BNA=p

Wir nennen esy =: (3 / p) den Verzeigungsindex von B iiber p.

Beweis. Nach Satz ist p B # 0 und B ist ein Dedekindring. Also konnen wir p B eindeutig in
Primideale B € Spm(B) mit P8 C p B faktorisieren. Jedes dieser Primideale kommt genau eqz-mal
mit ey > 0 in der Zerlegung vor. Weiter gilt

PCpB < P|pB < p=PnA

Definition 10.4 (Tréigheitsgrad)
Wir definieren den Trigheitsgrad von B iiber p := B NA als

fo8 /) = (B 4

Anmerkung Diese Definition ist wohldefiniert, denn wir haben es hier tatsédchlich mit einer Korperer-
weiterung zu tun. Wie bereits erwéhnt konnen wir B als endlich erzeugten A-Modul auffassen. Dann
ist aber auch B/;p ein endlich erzeugter A-Modul. Schlielich wird der Quotienten damit zu einem

A/p—Vektorraum. Da sowohl ‘B3 als auch p maximale Ideale sind, sind beide Quotienten Korper.
Satz 10.5 Sei p € Spm(A) und hierzu sei
pB = PP mit PB; € Spm(B) und e; > 0

r

die Primidealfaktorisierung von p B in paarweise verschiedene maximalideale von B. Seien weiter

fo= 1Bi/p) = [Bag, : 44

die zugehorigen Tragheitsgrade, dann gilt
T
[L K ] = Z fiei
i=1

Beweis. Wir beweisen zwei Behauptungen, die zusammen den Satz ergeben.

r

Behauptung 1 dim (B/p B) = > efi
P i=1

Beweis. Mit dem chinesischen Restsatz[5.9] gilt
Und alle auftretenden Quotienten sind A/p—Vektorr'aume. Fiir alle s = 1,...r gilt die Inklusionskette
B > P S5 B > 5 B
. . ) . (2 i
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fassen wir die Quotienten als B-Moduln auf, dann wissen wir dass gilt
D ~ B .
Z/’Béﬂ = /;l;i firallel € N

Also gilt diese Isomorphie auch als A/p—Vektorraurn. Dann folgt aber

eifl

dimA/p (B/‘sz) = lz; dimA/p (C’Bi/miﬂ)

= e - dimA/p (B/spz) = ef;

: B — .
Behauptung 2 dim 4 L ( /]:j B) = [L: K]

Beweis. Die Teilmenge
S:=A\p C A CB

ist ein multiplikatives System. Setze By, := S ~1B. Da B iiber A endlich erzeugt ist, ist auch By, ein
endlich erzeugter A-Modul. Weil weiter B ein Integritétsring mit Quotientenkorper L ist, gilt

B C B, CL

Also ist By, insbesondere torsionsfrei. Wir haben im letzten Abschnitt gezeigt, dass A, ein Haupt-
idealring ist, also folgt mit dem Hauptsatz iiber endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen

B, = A®m — Ag1 fireinm € N

Weiter folgt dann mit Lemma [9.28

12

B ~ B A "o (AT
op = Pn, = (Ya,) = (%)
Damit ist also m die gesuchte Dimension. Weiter ist

L = By@a, K = K™

und damit folgt die Behauptung. o
Offensichtlich ergeben die Aussagen der beiden Behauptungen zusammen gerade den Satz. a

Definition 10.6 (Voll zerlegt)
Ein maximales Ideal p € Spm(A) heifst voll zerlegt in L, wenn p B in paarweise verschiedene Maxi-
malideale B, ..., B,, € Spm(B) mit n = [L : K] zerfdllt. Das heifst wenn

PB = Py,

Folgerung 10.7 Istp € Spm(A) voll zerlegt in L, so sind Tréiigheitsgrad und Verzeigungsindex gleich
Eins fiir alle 3 € Spm(B) mit B / p.
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Definition 10.8 (Verzweigt, Unverzweigt)

Sei p € Spm(A) und sei hierzu 3 € Spm(B) mit SBNA = p, dann heifpit B / p unverzweigt, falls
e(P /p) = 1 ist und die Korpererweiterung B/m / A/p separabel ist.

Enstprechend heifst B | p verzweigt, falls 33 / p nicht unverzweigt ist, das heifst, wenn e( /p) > 1
ist oder die Korpererweiterung B/;B / A/p nicht separabel ist.

Weiter sei

pB: il... Er

T

die Primfaktorzerlegung des von p in B erzeugten Ideals in paarweise verschiedene Primfaktoren.
Dann nennen wir p in L (bzw. B) unverzweigt, wenn alle *B3; / p unverzweigt sind.

Bemerkung 10.9 Sei K ein endlicher Erweiterungskorper von Q, dann ist OK/p fiirp € Spm(Ok)
ein endlicher Korper. Sei nun L/K eine endliche separable Kirpererweiterung und B der ganze
Abschluss von Ok in L. Sei weiter 3 € Spm(DB) derart, dass BN Ok = p, dann ist

eine separable Korpererweiterung.

Satz 10.10 Sei 0 € B ein primitives Element, das heifst L = K (0) und sei g € A[X] das Minimalpo-
lynom von 0 iiber K. Setze

F o= {aEA’a-BQA[Q]} <A

Sei weiter p € Spm(A) ein Primideal, dass F nicht teilt. Bezeichne weiter f € A/p [X] das Bild von
f € A[X] unter der natiirlichen Projektion. Sei

g = gi'-gy mitg € 44[X]

die Zerlegung von g in paarweise verschiedene irreduzible und normierte Polynome.

Dann sind die Primideale 3; € Spm(B) von B, die iiber p liegen gegeben durch
B = p+gi(d) B firi=1,...,r
und es gelten
p = PP P und  f(P;/p) = deg(y) firallei =1,...,7r

Beweis. Sei n der Grad von L iiber K, dann ist die Menge {1,6, 6%, ... 6" "'} eine K-Basis von L.
Firallex € L gibteseina € Amita-z € A[f], denn K := Quot(A) ist der Quotientenkorper von
K. Da B iiber A endlich erzeugt ist, gibt es Elemente wy, . ..,w, € B mit

B = Awi+...+ Aw,

Seien hierzu ay, . .., a, € A\{0} mit a,w; € A[f] fiiralle i = 1,...,n gegeben, dann liegen alle a;
im oben definierten Ideal F. Also ist F insbesondere nicht leer und es gilt

FB C Al] C B
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Sei nun p € Spm(A) wie oben gefordert, das heifit p + F, dann gilt p+F = A. Also gibt es ein
p € pundein f € F mit1 = p + f. Betrachte das folgende Diagramm

B Al ~—— B f
B g !

Es gilt fBNpB = fpB und damit erhalten wir insgesamt die Isomorphie

Whoae = Phm

Wei nun F nicht von p geteilt wird konnen wir diese Isomorphie fortsetzen zu

A
A6 ~ B ~ AlX ~ plX]
Yoaw = Pan = g = P )
Mit dem Chinesischen Restsatz [5.9|folgt weiter

A1y N DAy
7l ]/(g) ~ Zl_[l 7l

Wei p ein Max1males Ideal von A und alle g; irreduzible Polynome sind, sind fiir alle¢ = 1,...,r

die Quotienten / plX ]/( ) Korper, mit Erweiterungsgrad deg(g; ) iiber A/p Halte nun ein beliebiges

i € {1,...,r} festund wihle ein Polynom g; € A[X], so dass g; das Bild von g; unter der natiirlichen
Projektion ist. Setze

dann gilt

P = VBt gon

also ist *J3; ein maximales Ideal. Betrachte weiter
A A
., B ~ Xl o plXl
B~ %= TP ) a9
Also ist °B; das Urbild des Hauptideals (g;) < A/p [X] in B. Dann gilt
F8i/e) = B A = des@)

A
Und das Bild von 3; unter der natiirlichen Projektion nach g p X, ist das Ideal (g;)®.
i ] (@) i

Zwischenstand: Wir haben gezeigt, dass die konstruierten Ideale 13, die gewiinschten Eigenschaften
haben. Nun miissen wir nur noch zeigen, dass alle Ideale 8 € Spm(B), die iiber p liegen, sich
auf diese Weise konstruieren lassen. Sei also 3 ein Ideal tiber p, dann ist das Bild von ‘B in B/p B

ebenfalls ein maximales Ideal. Nach obiger Uberlegung gilt aber die folgende Isomorphie

A A

A
also ist das Bild von 3 unter der natiirlichen Projektion nach 7P [X)/@) das Ideal (g,)“ fiir ein
i{1,...,r} und damit ist 3 = B, O
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Folgerung 10.11 Es gibt nur endlich viele Ideale von A in B, die unverzweigt sind.

Beweis. Seien die Bezeichnungen A, B, K, L, F,0,9,7,... wie in Satz [10.10, Es gibt nur endlich
viele Ideale p € Spm(A), die das Ideal F teilen, also konnen wir diese endliche Menge von Idealen
ignorieren und ohne Einschriankung annehmen, dass p das Ideal F nicht teilt. Bezeichne

D(g) = D(,0,....0"Y = T[T (-6’

1=1 j=
1<

.-

mit 0; := 0;(0) fiir {o1,...,0,} = Homg (L, K) die Diskriminante von g. Nach Satz|10.10| gibt es
Ideale B, ...,B, € Spm(B) mit

po= PP mit P; = p+gi(6)B

Behauptung p ist genau dann unverzweigt, wenn g das Produkt von paarweise verschiedenen sepa-
rablen und irreduziblen Polynomen g; € A/p [X] ist.
Beweis. Sei
g = 91" Gr
mit paarweise verschiedenen irreduziblen und separablen Polynomen g;. Nach Satz gelten

e(B;/p) = 1 und B/;Bi /A/iJ ist separabel

fiir alle 7 = 1, ..., r. Die Begriindung iiber den vorangegangenen Satz funktioniert in beide Richtun-
gen, also folgt die Behauptung. o
Das Polynom g zerfillt aber genau dann in paarweise verschiedene irreduzible Faktoren g, ..., 3,,

wenn ¢ keine mehrfachen Nullstellen in A/p hat, also genau dann, wenn die Diskriminante von ¢
nicht Null ist. Fiir die Diskriminante D(g) von g gilt

D(g) = D(g) modulo p

Insgesamt erhalten wir die Bedingung, dass p unverweigt ist, wenn p { F und p { D(g). Diese
Bedingung wird aber nur von endlich vielen p erfiillt. O

Beispiel 29 (Zu Satz 10.10)
Wir betrachten wieder unser Standartbeispiel eines quadratischen Korpers. Sei also K = Q(\/&) fiir
ein quadratfreies d € Z, dann ist § = \/d. Wie iiblich unterscheiden wir die Fiille

d =1 (4) Indiesem Fall ist

Vd+1
2

B =1 F = (2

d = 2,3(4) Wir haben gezeigt, dass in diesem Fall B = Z[v/d) gilt. Ist nun p € N+ eine Primzahl,
dann haben wir die Isomorphie

Mo = ixr i = By

Wir wollen nun die moglichen Settings fiir Satz 10.10 durchspielen.

114



Falls p teilt d: In diesem Fall ist wegen der obige Isomorphie r = 1 und g; = g = X. Damit
ergibt sich fiir das von p in Z[\/d| erzeugte Ideal p Z[\/d] = (p,/d)>.

Falls p teilt nicht d: Diesen Fall miissen wir noch einmal zerlegen um eine genauere Aussage
zu bekommen:

1. d ist ein Quadrat modulo p, das heift es gibt ein cinIF, mit d = c? (p). In desem
Fall konnen wir die obige Isomorphie fortsetzen zu

FP[X]/(XQ_d) = IFPX]FP

wir erhalten die Zerlegung
p = pZVd] = (p,Vd—c)-(p,Vd+o)
und p ist voll zerlegt.
2. d ist kein Quadrat modulo p. In diesem Fall konnen wir die Isomorphie zu

FP[X]/(XQ—d) = Fpe

fortsetzen und sehen sofort, dass p Z[\/d] ein unverzweigtes Primideal mit f (pB /(2)) =
2und e(pB/(2)) = 1.

Im ersten von uns betrachteten Fall (d = 1 (4)) kinnen wir wegen der Bedingung (p) 1+ F = (2)
nicht mit dem von 2 erzeugten Primideal umgehen. Betrachte aber

Vid+1

~ ZIX
2 = 2

(exe 7

B =17

1-d

Setze nun a := ==, dann ist der Quotienten von B nach dem von 2 in B erzeugten Ideal

~

Bop = 12 [X]/(X2 — X +a)

Wenn wir das Polynom X2 — X + a in Fy[X] untersuchen wollen, geniigt es die folgenden Fiille zu
betrachten:

(2] a): In diesem Fall ist a = 0 (2) also ist d wegen d = 4a + 1 sogar modulo 2 kongruent zu 1.
Das Polynom vereinfacht sich zu

XX = X (X-1)

Damit erhalten wir

\/g+1) ‘ (27 \/3+1_1)

2B — (2,
2 2

(2 1 a): In diesem Fall ist das Polynom X? — X + 1 irreduzibel in Fo[X], also ist 2B prim in B.
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Beispiel 30 (Zur Folgerung 10.11)
Sei p € 7 eine Primzahl und d € 7 quadratfrei. Setze K = Q(\/&) Wir betrachten wieder die
beiden Fidlle

d = 1 (4) Wie im vorangegangen Beispiel gesehen ist
- ~ Z|X

mita = %. Die Diskriminante von X? — X + a ist d also gilt mit der Folgerung:

Wenn (p) nicht (2) teilt, ist (p) genau dann Unverzweigt, wenn d von p geteilt wird.

Das einzige Primideal, das (2) teilt, ist (2) selber. Mit dem Nachtrag zum vorangegangen Bei-
spiel wissen wir: Gilt (2) = (p), genau dann ist (p) unverzweigt, wenn d von 2 geteilt wird.
Wir konnen also alles in einen Fall zusammenziehen und wissen nun:

(p) ist genau dann unverzweigt in O g, wenn d von p geteilt wird.

d = 2,3(4) In diesem Fall erhalten wir

Die Diskriminante des Polynoms X2 — d ist 4d, also gilt mit der Folgerung:
(p) ist genau dann unverzweigt in O g, wenn 4d von p geteilt wird.

Definition 10.12 (Voll verzeigt)

Seip B = ‘P --- P die Zerlegung von p in B. Wir sagen p ist voll verwzeigt, wenn r = 1 ist.

Bemerkung 10.13 In der Situation von Definition |10.12|folgen aus der Bedingung r = 1:
fB/p) =1 und e(P/p) = [L:K] = n

also ist p B = PB" die Zerlegung von p in B. Ist andererseits die Zerlegung von dieser Form, so folgt
sofort r = 1, also sind diese Bedingungen dquivalent.

11 Das quadratische Reziprozititsgesetz

Sei p € N eine ungerade Primzahl, das heifit p # 2. Setze L = Q((,) mit einer p-ten Einheitswurzel
27

Cp = e » . Wir wissen

O = Z[)] = Z[X]/(%) mit ¢, = ))((p__ll = XPU 4 XP2 44X 41

Ebenfalls kennen wir die Diskriminante
Dy = D(gy) = (1712 pr

Fiir eine weitere Primzahl [ € N gilt mit Folgerung(10.11|aus dem letzten Abschnitt:
Genau dann ist (1) verzweigt in L, wenn Dy, von [ geteilt wird.
Die einzige Primzahl, die Dy, teilen kann ist p und es gilt

pOL = (1-¢)

Das Ideal (1 — () ist ein Primideal in Oy, also ist p voll verzweigt. Wir halten die hier eingefiihrten
Bezeichnungen fiir diesen Abschnitt fest.
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Satz 11.1 Seil € N eine Primzahl mit | # p und sei

LZ[G] = 10 = By -+ B,

die Primidealzerlegung von | in Op. Dann gilt

FOB/D) = oo = fB /() = ]

und f; ist die kleinste Zahl mit 1! = 1 mod p.
Insbesondere gilt

[L:Q = [QG):Q = p—1 =Y elp; /(D) f(B; /(1) = 7+ fi
i=1

Damit erhalten wir weiterhin eine Gleichung fiir v, denn es gilt r = pf;ll.

Beweis. Sei P € Spec(Op) ein Primideal, das iiber (1) liegt dann hat fp iiber (I) Verzweigungsindex
e(P /(1)) = 1, denn [ ist wegen [ # p unverzweigt. Es gilt also

F®/0) =[O F

Behauptung OL/;B ist der Zerfdallungskorper von XP — 1 iiber IF;.
Beweis. Es gilt

p—1 p—1 )
xP—1=J[x-¢)in0, aso XP-1=[[(X-(,) inoL/QB
=0 =0

Damit zerfallt XP —1 iiber OL/;B. Dieser Korper ist aber gerade durch die Einheitswurzeln Cz, erzeugt,
denn

zlg) - ol = Ong
<&

Weiterhin zerfillt X? — 1 genau dann iiber F;,, wenn §(F,, )* = 171 — 1 von p geteilt wird, nach
dem Satz von Lagrange. Sei nun f; € N die kleinste Zahl fiir die gilt p teilt I/ — 1, dann ist F,s
der Zerfillungskorper von X? — 1. Da alle Zerféallungskorper bis auf eindeutige Isomorphie eindeutig
sind, gilt dann wegen der Behauptung f (B3 /(1)) = f; fiir alle 3 iiber (I). O

Lemma 11.2 Sei A ein Dedekindring mit Quotientenkorper K := Quot(A).
Weiter sei L/K eine endliche separable Kirpererweiterung
und B := A bezeichne den ganzen Abschluss von A in L. M
Sei hierzu M/ L eine weitere endliche separable Kiorpererwei-
terung und C := B bezeichne den ganzen Abschluss von B
in M. Weiter sei p € Spm(A) ein Primideal. Wiihle hierzu
B € Spm(B) mit ‘Y liegt iiber p und P’ € Spm(C) so dass P’
iiber *B liegt. Dann gelten

F& /p) = fFB/B)-f(B/p) und e(P'/p) = e(P'/F) e(B/p)

> C B’ € Spm(C)
U U
L > B B € Spm(B)
U U
K > A p € Spm(A)
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Beweis. Fiir den Trigheitsgrad f betrachte den ,,Turm* von Korpererweiterungen
Ao < Bag < U
Mit dem Gradsatz folgt nun die Behauptung, denn
a2 = [T Pl [T )

Die Gleichung fiir den Verzweigungsindex e folgt aus der eindeutigen Faktorisierung in Primideale
(Faktorisiere erst p in B und faktorisiere dann jeden Faktor von p B in C). |

Bemerkung 11.3 Sei G eine endlich erzeugte zyklische Gruppe mit erzeugendem Element . Sei wei-
ter n die Ordnung von G, dann gilt

G =< > = {1777727” . 77/”71}
Die Untergruppen von G sind gegeben durch
Uj =<~'>< G  mit dn = G

Dann ist natiirlich Uy = % und insbesondere gilt: Ist die Ordnung von G gerade, dann gibt es eine
eindeutig bestimmte Untergruppe H < G mit

[G:H] =2 ud H = {¢*|lgeG} =<+*>

Ist weiter U < G eine Untergruppe deren Index in G gerade ist, das heifst 2 teilt |G : U], so ist U eine
Untergruppe von H.

Definition 11.4 (Legendre-Symbol)
Sei p € N eine ungerade Primzahl, dann bezeichnen wir die Abbildung

(;) LF o {+1)

a 1 falls a ein Quadrat in I, ist.
a }—) —_ =
P -1 falls a kein Quadrat in [, ist.

als das Legendre-Symbol.

Satz 11.5 Sei p € N eine ungerade Primzahl, dann setze p* := (—1)1%1 - p. Dann gilt

y = { P fallsp = 1 (4)

3 (4)

Also ist p* = 1 (4) fiir alle Primzahlen p > 2. Weiter gilt: Die Kirpererweiterung Q(¢,)/ Q enthiilt
genau einen quadratischen Zwischenkorper K = Q(+/p*).

—p falls p

Beweis. Setze L := Q((,. Die Erweiterung L/ Q ist galoisch mit Galoisgruppe
~ (Z % *
G = Gal(L/Q) = </pZ> — F
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Diese Gruppe ist zyklisch. Nach Bemerkung gibt es nur eine Untergruppe H < G mit [G : H] =
2. Nach dem Hauptsatz der Galois-Theorie gibt es dann auch nur einen Zwischenkorper Q C K C
Q(¢p) mit [K : Q] = 2, nimlich den Fixkorper K = L = (Q(¢,))"

Behauptung K = Q(/p*).
Diese Behauptung wollen wir auf drei alternativen Wegen zeigen. Wir beginnen mit

Beweis 1 (Vandermondsche Determinante)

Es gilt
/D5 - \/m = p'T P €Q&)

Beweis 2 (Verzweigtheit von Idealen)

Sei | € N eine Primzahl mit [ # p. Wir haben zu beginn dieses Abschnittes gesehen, dass (/) dann
unverzweigt in L = Q((,) ist. Nach dem vorangegangen Lemma ist (1) dann auch in jedem
Zwischenkorper von L und Q unverzweigt.

Insbesondere folgt also, dass alle Primzahlen [ # p unverzweigt in Q(v/d) sind. Wir erinnern uns an
die Bedingungen dafiir, dass (1) in Q(v/d) unverzweigt ist:

(d = 1 (4)): (1) ist genau dann unverzweigt in Q(v/d), wenn d nicht von [ geteilt wird.
(d = 2,3(4)): (1) ist genau dann unverzweigt in Q(/d), wenn 4d nicht von [ geteilt wird.

Damit kénnen wir den zweiten Fall direkt ausschlieBen, denn 2 teilt 4d und p ist ungerade. Im ersten
Fall folgt aber schon, dass d = p* ist, denn d muss die folgenden Bedingungen erfiillen

1. d ist quadratfrei in Z
2. de{+tp*|aeN}
3. d = 1 modulo 4

Beweis 3 (Gauflsche Summen)
Wir wollen das kurz zuvor eingefiihrte Legendre-Symbol betrachten. Wir setzen

=) (Z)-cg € Q)

a€lFy

Behauptung 2 72 = <_?1> p
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Begriindung. Es gilt (%) = (71)%1. Betrachte

<—p1> 2 a%p <—pab> L gotd
=R 5

a,ceFy, a,ceF,
cl::_ac_1 Z <d> cd—c
= -G
d,ceFp p
d) S el 1
- S(@)zae ;]
deFyp <p cEIF; cG]F; p
d#1
d e
- Z() Y G+ -
deFp p cE[F';
d#1

Fird # list z := Cg_l eine primitive p-te Einheitswurzel. Es gilt

Zgg(dfl) — ch = 24224+, 421 = 1

CEF; CEF;

Betrachte nun die andere Summe. Wihle hierzu ein a € IF;;, welches kein Quadrat in I, ist. Dann gilt

G EC)-2E) =20

Wir diirfen die Laufvariable b natiirlich auch wieder d nennen und erhalten dann durch Subtraktion

der beiden Seiten die Gleichung
d
> () 0-G) =
der, \P p

Nach Wahl von a ist ( 1- (%)) = 2 und wir rechnen in einem Integrititsring. Also muss

gelten. Dann erhalten wir aber

() - -

deFp p

d£1
Damit folgt aber Behauptung 2 o
Behauptung 2 impliziert nun Q(p*) = Q(7) € Q((,), was einen dritten Beweis fiir die eingangs
aufgestellte Behauptung lieftert. Insgesamt folgt damit auch der Satz. O
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Satz 11.6 Sei A ein Dedekindring mit Quotientenkérper K = Quot(A). Sei weiter L/ K eine end-
liche galois Erweiterung mit G := Gal(L/K). Bezeichne B den ganzen Abschluss von A in L. Sei
p € Spm(A) ein Primideal, dann operiert die Galoisgruppe G transitiv auf der Menge

{B €Spm(B) [ p=PNB}
der Primideale von B, die iiber p liegen. Ist weiter

pB = 6131... €r

T

eine Zerlegung von p in B, dann gelten
e1=ea=...=e¢,=:e und fi=fo=...=f=f
mit f; = f(B,; / p). Insbesondere giltn = [L: K] =r-e- f.

Beweis. Der Beweis dieses Satzes folgt im nidchsten Abschnitt.

Satz 11.7 Seien I, p € N Primzahlen mit | # p und p > 2. Setze
L= Q) 2 Qvp) = K

und sei weiter | O, = Py --- P, die Primidealzerlegung des von | in Oy, erzeugten Ideals. Die
folgenden Bedingungen sind dquivalent:

(i) Die Galoisgruppe Gal(L/K) operiert transitiv auf {81, ...,B, }.
(ii) r ist ungerade.
(iii) [ ist tréige in K, das heifst | Ok ist prim in Og.

Beweis. Wir zeigen zunichst ,,(i) < (ii)“. Betrachte dazu die Untergruppe

S = {g€Gal(L/Q)|g(P1) = P} < Gal(L/Q)
Nach Satzoperiert Gal(L/ Q) transitiv auf {3, ...,*B, }, damit folgt
Gal(L/Q) : 8] = r

Mit dieser Voriiberlegung kénnen wir nun schlieBen: Gal(L/K') operiert genau dann transitiv, wenn
die Abbildung

Gal(L/K) — GallL/Q)
surjektiv ist. Dies ist aber genau dann der Fall, wenn S keine Untergruppe von Gal(L/K) ist. S ist
genau dann keine Untergruppe von Gal(L/K), wenn r ungerade ist.
Als nichstes zeigen wir ,,(iii) < (i)*“. Nach Voraussetzung ist [ Ok ein Primideal. In diesem Fall ist
(l10k) O = Of, und mit Satz[11.6]folgt die Behauptung.
Wir miissen nun nur noch ,,(i) < (iii)*“ nachweisen. Dazu nehmen wir an, dass [ Ok nicht prim sei,
also etwa in die Primideale p;, p, € Spm (O zerfalle. Dann gibe es Ideale B3, Py € Spm(Or,) mit
p, = P;NOk fiir i = 1,2. Nach Voraussetzunh operiert Gal(L/K) transitiv auf {93;,B5}, also
gibe es ein g € Gal(L/K) mit g(*P5) = p; und wir erhielten die Gleichung

pr = PiNOk = g(P) N0k = g(p2) = Py

Dies wire aber ein Widerspruch zur unverzweigtheit von [ in K. O
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Bemerkung 11.8 Wir haben weiter oben in Definition|l 1.4\fiir eine ungerade Primzahl p das Legendre-
Symbol als eine Abbildung

(;) L F - {+1}

= a 1 falls a ein Quadrat in I, ist.
a —_ =
P -1 falls a kein Quadrat in [, ist.

eingefiihrt. Wir konnen den Definitionsbereich aber problemlos auf die Menge

{a€Z|ggT(a,p) =1}

vw = ()= ()

Mit dem folgenden Satz sammeln wir die bisherigen Ergebnisse des Abschnittes ein und bereiten
das Theorem iiber das quadratische Reziprozititsgesetz vor.

ausweiten. Es gilt dann

Satz 11.9 Seien p,l € N Primzahlen mit | # p und p > 2, dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

1 (Zl;) =1

2. 1% = 1 modulo (p)

3. Ist f; € N die kleinste Zahl mit 1!t = 1 modulo (p), dann wird % von f; geteilt

4. pf;ll ist gerade

5. SeilZ[Cy) = By - - - B, die Zerlegung des von | in Z[(,] erzeugten ideals, dann ist r gerade,

dennr = % nach Satz|11.1

6. 1 zerfillt in Q(/p*)
7. X2 — X + Y2 zerfillt in T,
8. Entweder ist | # 2 und es gilt (%) = 1 oderl =2 und es gilt p* = 1 modulo (8)

Bemerkung 11.10 (Ergdnzungssdtze)
Sei p € N eine ungerade Primzahl, dann gelten

<;>:1 s pr=1@®) < {gi;g;
<;>:—1 & pP=5(8) < {g;gg

Es folgt der erste Ergdnzungssatz

Der zweite Ergdnzungssatz ist klar
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Satz 11.11 (Das quadratische Reziprozitiitsgesetz)
Seien |, p € Nso Primzahlen mit | # p, dann gilt

L\ (p
2V(E) = (=1D)F T
< p> ( l ) (=1)7= =
Beweis. Nach dem Vorangegangenen Satz gilt

0 -6 - (57)

a

Wegen ’ (%) ‘ = 1 folgt die Behauptung.
Lemma 11.12 Sei (G, +) eine endliche abelsche Gruppe. Dann ist G genau dann zyklisch, wenn fiir
alle Primzahlen p, die die Ordnung von G teilen, gilt

tH{geGlg"=1} =1

Beweis. Sei iG = n < oo dann betrachte die Primfaktorzerlegung

_ a1 «
n — pl ...pr"‘

in paarweise verschiedene Primzahlen p;. Via

g+...+g falls z > 0
—_—

z -mal

|z| -mal

O¢ falls 2 =0

konnen wir G als einen endlich erzeugten Torsionsmodul tiber Z auffassen. Mit dem Struktursatz iiber

endlich erzeugte Torsionsmoduln iiber Hauptidealringen folgt nun

G = G1><...><GT mltﬁGZ:p?‘

Wir konnen diese Gruppen noch einmal weiter zerlegen in
G; = Gi’1 X ... X Gi,n mit Gi,j = Z/pai,j 7,

Insgesamt gilt: Die Gruppe G ist gnau dann zyklisch, wenn alle GG; zyklisch sind. Eine Gruppe G; ist

genau dann zyklisch, wenn gilt
tH{geGi|lg?=1} =1
a

Folgerung 11.13 Sei p € N eine Primzahl, dann ist die Einheitengruppe I, des endlichen Korpers

IF), zyklisch.
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Beweis. Sei [ € N eine Primzahl, die p — 1 = ), teilt, dann gilt

jj{a:e}F;}a:l—le} =1

Denn dann gibt es ein o € [F; mit Ord(ar) = [, also sind a?, ..., ol die verschiedenen Nullstellen

von f = X' — 1 und f hat wegen deg(f) = [ hochstens [ verschiedene Nullstellen. O

Folgerung 11.14 Sei p € N eine Primzahl, dann gilt: a € IF;; ist genau dann ein Quadrat, wenn

p—1 . .
a2 = linkF,ist.

Beweis. Fiir a € [, gilt ,
(ap2;1> = a1 =1
p—1

Alsoista = € {£1}. Wir betrachten die Abbildung

x:F, — {%1}

p—1
a — a

Die Abbildung y ist surjektiv, denn andernfalls wire a"s =1firallea € F - Dann teilte § F), aber

%, denn [}, ist nach vorangegangener Folgerung zyklisch. Dies kann aber nicht sein. Weiter gilt
p—1

tKer(x) = ~——

Betrachte nun die Abbildung
q:F,> 7 z? € FF,
Dann ist offensichtlich Ker(q) = {41} also folgt
i, p—1

tlm(q) = Ker(g) 2

Weiter gilt x o g(a) = aP~! = 1, also ist
Im(q) C Ker(x)

Wegen der Anzahl der Elemente in beiden Mengen gilt dann

Im(q) = Ker(x)

und damit folgt
az =1 & a=10 fiireinbeIE‘;
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12 Verhalten von Primidealen in Galoiserweiterungen

Auch in diesem Abschnitt haben wir wieder ein paar Bezeichnungen, die wir iiber den ganzen Ab-
schnitt beibehalten wollen:

A bezeichne in diesem Abschnitt wieder einen Dedekindring und K := Quot(A) sei-
nen Quotientenkorper. Weiter sei L/K diesmal eine endliche Galoiserweiterung und
B := A bezeichne den ganzen Abschluss von A in L. SchlieBlich bezeichne noch
G := Gal(L/K).

In diesem Abschnitt kniipfen wir an die Ergebnisse aus Abschnitt (10| an. Da wir nun eine Galoiser-
weiterung voraussetzen konnen wir mit erheblich mehr Mitteln die Primideale von B und A untersu-
chen. Die Erkenntnisse aus Abschnitt[T0|kénnen wir hier ebenfalls benutzen, den Galoiserweiterungen
sind insbesondere separabel. Wir wollen die oben eingefiihrte Konstellation nun zunichst wieder auf
grundlegende Eigenschaften untersuchen:

Sei @ € L. Genau dann gilt « € B, wenn das Minimalpolynom f,, von « iiber K bereits in A[X]
liegt. Wegen dieser Eigenschaftist o(B) C B fiiralle o € G, also ist insbesondere auch 01 (B) C B
fiir alle o € G. Insgesamt gilt also

o(B) = B firalle 0 € G

Aus dem Hauptsatz der Galois-Theorie wissen wir K = L. Mit der obigen Eigenschaft erhalten
wir hieraus

B = BnK = A
Seien p € Spm(A) und P € Spm(B) Primideale mit p = P N A, dann folgt weiter
P = PNK = p
Weiter ist fiir 0 € G die folgende Menge
o(P) = {op)|[peP}
ist ein Ideal von B, denn sei b € B und p € 33, dann gilt
b-o(p) = o(c7(b) p) €a(F)
Die Abbildung
o P - B/U(‘B)
b+P — o(b)+o(P)

ist ein Isomorphismuss, dessen Umkehrabbildung duch o~! gegeben ist. Dann ist aber insbesondere
auch o (*P3) ein maximales Ideal in B, da der Quotient ein Korper ist. Wei A im Fixkorper von L unter
G enthalten ist, gilt weiter

p =op) = o(Pnd) = o(P)N4A
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also liegt auch o () iiber p und wir erhalten das Diagramm

By —"—"%m
ZJ/P id J/P

Wir konnen ablesen, dass dann
1/ = [Bag Y] = Bt Y] = remr/e)

gelten muss. Sei nun p B = P --- P7" die Zerlegung von p in paarweise verschiedene Primideale
in B. Dann ist wegen o(p B) = pBauchpB = o(pB) = o(P;)* --- o(*B, )¢ eine Zerlegung
von p B in maximale Ideale. Die Faktorisierung in Maximalideale ist aber eindeutig, also folgt

e(P/p) = e(alp)/p) fiir alle P € Spm(B) die tiber p liegen.

Als nichstes wollen wir nun den Satz [T1.6] beweisen, den wir im vorangegangenen Abschnitt ohne
Beweis angegeben hatten.

Satz 11.6 G operiert transitiv auf der Menge { B € Spm(B) ‘ PTNA=p }
Beweis. Angenommen des Satz wire falsch, dann gibe es B, P, € Spm(B) mit

PNA =p = P,NA und B, # o(Py) firalleo € G
Nach dem chinesischen Restsatz giibe es dann ein € B mit

= 0 modulo P,
1 modulo o(B,) firalleo € G

Fiir alle 0 € G ist genau dann z = 1 modulo o(8,), wenn o~ !(x) = 1 modulo B, ist. Demnach
folgte
N := Nk(z) = H o(x) = 1 modulo B,
ceG
Also wire insbesondere N — 1 € 3, NK = p. Weil auch B, iiber p liegt, wire dann aber auch

N = 1 modulo P,
Wei aber N in B von x geteilt wiirde, giilte ebenfalls
N = 0 modulo 3,

Und dies hiee 1 = 0 modulo 3, was ein Widerspruch ist. O

Folgerung 12.1 Seip B = ‘Pi' --- P die Primfaktorzerlegung von p in B in paarweise verschie-
dene Maximalideale. Setze f; = f(B,; /p) dann gelten

e1=...=e¢ =te und fi=...=f =:f,

126



Beweis. Fiiralle j = 1,...,r gibtes ein 0 € G mit (P;) = o;. Damit folgen sofort
fOB;/p) = f(B1/p) und e(B;/p) = e(P1/p)
firallej=1,...,r. O

Folgerung 12.2 In der Situation von Folgerung gilt

[L:K] = r-e-fp = Zfi'ei

i=1

Definition 12.3 (Zerlegungsgruppe, Zerlegungskiorper)
Seien p € Spm(A) und P € Spm(B) Primideale mit p = P NA, dann nennen wir die Untergruppe

Gp = {oceGlo(P) =P} < Gal(L/K)
die Zerlegungsgruppe von *R. Und den Fixkorper von L unter dieser Gruppe, also
Zy = LO¥
nennen wir den Zerlegungskorper von 3.

Bemerkung 12.4 Sei p € Spm(A) und p B = BT --- P;. mit e := ey, die Primfaktorzerlegung von

p in B in paarweise verschiedene Maximalideale. Dann ist fiir alle v = 1, . .. | r die Abbildung
G/G;B — {m17m27'”7m7’}
o = (P

eine Bijektion. Also gelten
G:Gy,] =7 und 1Gyp, = ep- fp
fiirallei = 1,...,r. Wir erhalten die beiden niitzlichen Aquivalenzen
* Die Gruppen Gy, bestehen genau dann aus je einem Element, wenn p voll verzweigt ist.

* Genau dann ist Gsg = G fiir ein *B iiber p, wenn *B das einzige Primideal in B ist, das iiber p
liegt.

Weiter gilt

1

Gowp,) = 00Gyp, 00" firallei=1,...,r

Ist G insbesondere abelsch, so gilt ausserdem Gy, = qu]. fiirallei,j =1,...,r.
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Satz 12.5 Seien p € Spm(A) und B € Spm(B) Primideale mit p = PNA. Setze P, = PN Ly,
dann gelten

(i) B, ist unzerlegt in L.

(i) e(P/B.) = ep und f(P/PB.) = fp.

(i) e(B./p) = 1 = f(B./p)

Beweis. Wir zeigen zunichst Teil (i). Nach Konstruktion des Zerlegungskorpers gilt
Gal(L/Zy) = Gy

und ‘P liegt offensichtlich iiber 33, . Nach Satz operiert G transitiv auf der Menge der Primideale,
die iiber B, liegen, also folgt aus o () = B, dass B das einzige Ideal von B iiber B, ist.

Die Teile (ii) und (iii) zeigen wir auf einmal. Sei dazu p B = i” .- SB;* die Primfaktorzerlegung
von p in B in paarweise verschiedene Maximalideale. Nach Folgerung [12.2] gilt

[L:K] = r-e-fp
In der vorangegangenen Bemerkung haben wir gezeigt, dass [G : Gig] = 7 ist, also gilt
[L:Zy] = 1Gp = e fy
Setze nun e’ := e(P/P,) und f' = f(P /B, ), dann wird e, von €’ und f, von f’ geteilt und es gilt
e-f = 1[L:Zy] = e fp

Also folgt Teil (ii). Weiter sind dann

FOB/p) = B = 1% = /)

Satz 12.6 Seien p € Spm(A) und B € Spm(B) Primideale mit p = P NA, dann haben wir fiir alle
o € G die Abbildung

5:B/m — B/m
b+B — ob)+P

Mit den Kurznotationen k(%) := B/;B und k(p) = A/p induziert diese Abbildung einen Gruppen-
homomorphismus

@ Ggp — Aut,ﬁ(p) (K(‘B))

Es gilt: Die Korpererweiterung l/k ist normal und der oben genannte Gruppenhomomorphismus ist
surjektiv.
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Beweis. Nach Satz ist (P, /p) = 1fiir P, := PN Zg. Das heillt aber nichts anderes als

Zyp k)] =1 & Zyg = k(p)

Wir befinden uns also ohne Einschrinkung in der Situation £ (p) = Zy und Ggg = G. Seinun 6 € K
und hierzu g € x(p)[X] das Minimalpolynom von @ iiber x(p). Wihle nun ein § € B C L, so dass
0 = 0+ gilt, und sei f € A[X] das Minimalpolynom von @ iiber K. Da L/K galoisch ist, ist L/ K
insbesondere normal. Also zerfillt f tiber B in Linearfaktoren

fr=(X=0)- (X=0n) €B[X]

Hierbei seien 6; die Nullstellen von f in B. Betrachte nun f unter der Projektion nach (3), dann gilt

f= (X=01)  (X=0n) €r(P)X]

also ist insbesondere auch 6 eine Nullstelle von f. Wir konnen f auch unter der Projektion nach
#(p) betrachten und 6 ist immernoch eine Nullstelle von f aber g war das Minimalpolynom von 6 in
#(p)[X], also wird f von g in k(p)[X] geteilt. Dann zerfillt g aber iiber #(°B) in Linearfaktoren und
wir haben den ersten Teil des Satzes gezeigt.

Sei nun x der maximal separable Zwischenkorper k(p) C k C x(*3) dann ist die Erweiterung x/k(p)
galoisch und es gilt

Aut,p) (k(B)) = Gal (k/k(p))

Nach dem Satz vom primitiven Element gibt es ein 6 € x mit

ko= k(p)(0)

Seien nun 6,q, f wie eben, dann gibt es ein ¢’ € B mit f(#') = Ound 0’ + P = o(0) fiir ein
o € Gal (k/k(p)). Da L/K galoisch ist, gibt es ein 6 € Gal(L/K) mit 6(#) = ¢’ und damit ist die
Abbildung
G =Gal(L/K) — Gal(r/k(p))
o = 0

surjektiv. O
Definition 12.7 (Trigheitsgruppe, - korper)

Seien p € Spm(A) und B € Spm(B) Primideale mit p = B NA. Mit dem surjektiven Gruppenho-

momorphismus

© : Gq} — Autn(p) (H(‘B))

sowie den Kurznotationen k() := B/;B und k(p) = A/p definieren wir die Triigheitsgruppe von 3
als
Ip = Ker(p) < Gy

und den Tréigheitskorper Tiy von B wieder als Fixkorper von L unter der Triigheitsgruppe, das heif3t

Ty - L™
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Satz 12.8 Seien p € Spm(A) und P € Spm(B) Primideale mit p = B NA. Dann gelten
* Die Korpererweiterung Tig / Zsg ist normal und separabel (also galoisch)
o Gal(Tip/Zy) = Aut,p (5(R))
. Gal(L/Ty) = Iy

Ist zusditzlich auch x(°B) /k(p) separabel, dann gelten weiter

(i) e(B/Pr) =ep und f(B/Pr) =1

(i) e(Pr/P) =1 und f(Pr /PB) = fp

mit Pp = PNy

Beweis. Die ersten drei Punkte sind offensichtliche Folgerungen aus dem Hauptsatz der Galois-
Theorie. Setzen wir voraus, dass x(3)/k(p) separabel ist, dann gilt

tAut,p) (£(B) = [6(P):sp)] = h = f

Wie wir wissen gilt §Gy = f, - ep dann muss fly = e, =: e gelten. Betrachte die Diagramme
Iy —— Gy — Gal (5(%)/k(p))

1

Iy == Gal(L/Tyy) — Gal (x(%)/x(¥r))

1
\G;l (r(B)/5(p))
Also gilt k(Pr) = k(P). Aus dieser Gleichung folgt sofort f(P(Pr) = 1 und damit
e(B/PBr) = eB/Br)fB/PBr) = [L: Tyl = tly = ¢
Mit Lemma [TT.2]und Satz[12.5] gilt aber auch
ep = e(B/PB.) = e(B/Br) e(Br/%B.)

Also muss e(Pr /PB,) = 1 sein. Damit erhalten wir aber auch sofort

FBr/B.) = e(Br/B.) - fBr/B.) = [Typ: 2yl = [KB):c)] = f

Bemerkung 12.9 Wir kénnen die Situation von Satz grafisch aufarbeiten, es gilt
Grad Verzw.Ind. Trigh. Grad

{1} - - L

ep €p 1
Iy — — Ty

fp 1 f‘ﬁ
Gp — — Iy

r 1 1
G — - K
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13 Verzweigtheit von Primidealen

Sei wieder A ein Dedekindring mit Quotientenkorper K := Quot(A). Sei weiter L/ K eine endliche
separable Korpererweiterung mit [L : K| = n, dann bezeichne B den ganzen Abschluss von A in L.
Zur Erinnerung: Sei p € Spm(A) ein maximales Ideal, und sei

pB = il... Er

T

die Primfaktorzerlegung des von p in B erzeugten Ideals in paarweise verschiedene Primfaktoren.
Dann nennen wir B in L (bzw. B) verzweigt, wenn ein 3; / p verzweigt ist. Das heiit, wenn fiir ein
ie{l,...,r}gil

e(Bi/p) > 1 oder B/q;;. / A/p ist nicht separabel.

In Folgerung erarbeiteten wir ein Kriterium dafiir, wann ein Ideal unverzweigt ist, allerdings
mussten wir dafiir ein Hilfsideal F konstruieren und wir konnten keine Aussage iiber Ideale treffen,
die dieses JF geteilt haben. In diesem Abschnitt wollen wir ein sehr prizises Kriterum dafiir angeben,
wann ein Ideal (un-)verzweigt ist.

Definition 13.1 (Diskriminante des ganzen Abschlusses)
Wir bezeichnen das Ideal von A, welches von den Diskriminanten aller K-Basen {w1,...,w,} C B
von L erzeugt wird, als die Diskriminante von B iiber A. In Formeln

Dpja = (D(wl,...,wn)‘{wl,...,wn}CBisteineK—BasisvonL) a4 A

Lemma 13.2 Ist B ein freier A-Modul mit Basis {w1, . ..,wn}, dann ist Dg;4 < A ein Hauptideal
mit

DB/A = (D(wl,...,wn))

Beweis. Nach Voraussetzung ist
B = Aun ®...0 Aw,

Sei nun {uq,...,u,} eine beliebige K-Basis von L mit u; € B fiir alle i = 1...n, dann gibt es
Koeffizienten M; ; € A mit

Bezeichne die von den M, ; gegebene Koeffizientenmatrix mit M/ € Mat,,xp(A), dann ist

D(uy,...,u,) = det((TTIL((ui’uj))i,j:L,,,,n> = (det(M))2‘D(W17--~7wn)

Anmerkung Im Allgemeinen ist B kein freier Modul iiber A.
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Wir sind nun soweit den Satz, den wir in diesem Abschnitt beweisen wollen, zu formulieren:

Satz 13.3 Sei p € Spm(A) ein maximales Ideal. Dann ist p genau dann verzweigt in L, wenn die
Diskriminante von A iiber B von p geteilt wird, das heifit, wennp 2 D 4/p.

Bevor wir diesen Satz jedoch beweisen konnen miissen wir noch etwas iiber die Diskriminante von A
iiber B und noch allgemeiner etwas iiber Algebren iiber Korpern lernen.

Lemma 13.4 Sei S C A\{0} ein multiplikatives System, dann gilt

Dg-1p/s-1a = S 'Dpja

Beweis. Sei {wi,...,w,} C B eine K-Basis von L, dann ist auch {“¢,...,“#} C S~1B eine
K-Basis von L. Dies gibt uns sofort die erste Inklusion

Dg-1p/s-1a 2 S 'Dpya

Sei nun {w},...,w,} C S™!B eine K-Basis von L, dann gibt es ein s € S, sodass sw; € B fiir
alle i = 1...n gilt. Per Definition ist 0 ¢ .S, also ist insbesondere s # 0. Daher ist auch die Menge
{swi,...,sw),} C Beine K-Basis von L und es gilt

D(swy,...,swy,) = s"-D(w,...,w,) € Dp/a

und damit folgt die andere Inklusion. O

Bemerkung 13.5 Es gelten

1. Falls es ein primitives Element o« € B mit B = Ala] gibt, dann ist B frei iiber A mit Basis
{1,a,...,a" 1}, Seiweiter f € A[X] das Minimalpolynom von «, dann gilt

Dy = (D(l,a,...,oz"_l)) = (N[%((f’(a)))

2. Istp € Spm(A) maximal, dann ist A, ein Hauptidealbereich. und B, := (A\p)~'B ist ein
freier Modul von endlichem Rang n. Es folgt

Dp,ja, = (D(wi,...,w,)) fiireine Ay-Basis {wi, ..., w,} von By

Wir erhalten
Dp/ady = Dp,a, (¥

3. Die Diskriminante D ldsst sich durch die Gleichung (x) lokal ausrechnen. Betrachte die
Primidealfaktorisierung

DB/A — H pvP(DB/A])
peSpm(A)

von D,y in A. Betrachten wir nun das von D 4/ p in Ay erzeugte Ideal, dann vereinfacht sich
die Primidealfaktorisierung zu

Dp/ady = (p Ay)vr(PB/a)
Mit Gleichung (%) konnen wir diese Faktorisierung erweitern zu
(D(wi,...,wn)) = Dp,ja, = Dpuady = (pAy)»Pea)
fiir eine geeignete A,-Basis {w1, . ..,wy} von By. Insbesondere erhalten wir auch

vp(Dpa) = vpa,(Dp,/a,)
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Mit dem nichsten Lemma wollen wir den folgenden Einschub iiber k-Algebren motivieren:

Lemma 13.6 Sei p € Spm(A) ein maximales Ideal, dann gilt: p ist genau dann unverzweigt in L,
wenn der Ring B/p B ein endliches Produkt von endlichen und separablen Kérpererweiterungen von

A/p ist.

Beweis. Seip B = PB' ... P die Primidealfaktorisierung von p B in paarweise verschiedene Prim-
ideale B3, € Spm(B), dann gilt mit dem chinesischen Restsatz

B/p B = B/mf{l X ... % B/gmr

Per Definition ist p genau dann unverzweigt, wenn alle e; = 1 und alle Erweiterungen B/;ﬁp, / A/p
7
separabel sind. O

Wir kdnnen den Ring B/p B als eine Algebra tiber dem Korper A/p auffassen. Diese Situation wollen
wir nun noch allgemeiner untersuchen. Sei im Folgenden also stets k ein Korper und a eine k-Algebra
mit dimg(a) = n < oco.

Lemma 13.7 a hat nur endlich viele maximale Ideale {my, ..., ms} = Spm(a) und es gibt ein N €
N mit

s

ﬂms = {a€a|aN:0}

i=1

Beweis. Seien my, mo, ... die maximalen Ideale von a, dann gilt m; +m; = a fiir 7 # j. Nach dem
chinesischen Restsatz ist die Abbildung

a = Yy X X Y

fiir alle » € N surjektiv. Da die Dimension von a iiber &k aber endlich ist, kann es nicht unendlich viele
maximalideale geben. Fiir die Aussage iiber den Schnitt der Ideale sei a € a ein nilpotentes Element
mit a’¥ = 0 fiir ein N € N Fiir jedes m € Spm(a) haben wir die Abbildung

Tm:a — Y
a — a

Es gilt @ = 0 also ist ¢ in allen maximalen idealen m von a. Diese Ideale sind insbesondere prim,
also gilt a € m fiir alle m € Spm(a) und damit liegt @ im Schnitt.
Fiir die andere Inklusion sei nun a € m fiir alle m € Spm(a).

Behauptung Fiir alle b € a gibt es ein A € k\{0} mit ab+ X\ € a*.

Beweis. Betrachte wieder die Abbildung 7y, dann gilt 7, (ab + \) = A, denn ab € m da a im Schnitt
aller m liegt. Da nach Voraussetzung A # 0 ist, ist ab + X in keinem maximalen Ideal enthalten, also
ist ab + ) eine Einheit von a. o

Weil n die Dimension von a iiber k ist, ist die Menge {a", ..., a} linear abhingig iiber k, das heift
es gibt A,—1,..., A0 € k mit

1

a*+ X p_1aV ... +ar A = 0
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Falls \,,—1 = ... = X\g = 0 gilt, so folgt a™ = 0 und a ist nilpotent. Gibt es hingegenein0 <[ < n—1
mit \; # O0und A\g = ... = A\;_1 = 0 dann gilt

a - (a"il +Apga” A) = 0

Aber der Klammerausdruch ist nach der Behauptung eine Einheit, also ist a auch in diesem Fall
nilpotent. U

Definition und Folgerung 13.8 (Reduziert)
Sei a eine endlich dimensionale k-Algebra. Es sind dquivalent:

1. a ist reduziert, das heifit fiir alle a € a, fiir die es ein n € N mit a™ = 0 gibt, gilt a = 0. In
Worten: Wir sagen a ist reduziert, wenn Null das einzige nilpotente Element von a ist.

2. a st ein endliches Produkt von endlichen Erweiterungskorpern iiber k, das heif3t

a = ky X... Xk mit k;/k ist endlich firalle i = 1,...,r

Beweis. Die erste Aussage ist nach dem vorangegangenen Lemma dquivalent dazu, dass der Durch-

schnitt {iber alle Maximalideale mq, ..., m4 von a nur das Nullideal ist. Genau dann ist aber
S
a
a = H 4 m;
i=1

a — (a+m;)i=1 s
ein Isomorphismus. O

Definition 13.9 (Spur und Spurform)
Sei a € a ein Element, dann definieren wir die Spur von a in a als die Spur der k-linearen Abbildung

a :a — a

r = ar
Also T'r\(a) := Spur(a-). Damit definieren wir die Spurform wie iiblich als

Tr':axa — k
(a,b) +— Tri(ad)

Bemerkung 13.10 Ist {ai,...,a,} eine k-Basis von a, dann ist
D(ay,...,a,) := det (Tra(ai, aj)m:l,,,n) €k

Die in der vorangegangen Definition eingefiihrte Spurform ist eine nicht ausgeartete Bilinearform

iiber k, das heif3t die Abbildung

a —  Homg(a,k)
a +— [br~ Tri(ab)]

ist ein Isomorphismus. Genau dann gibt es aber eine k-Basis {a1,...,an} von a fiir deren Diskri-
minante D(ay,...,an) # 0 gilt. Da die Diskriminante die Determinante einer Matrix und damit
unabhdngig von der Basis ist, ist sie dann fiir alle k-Basen ungleich Null.
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Lemma 13.11 Sei a das Produkt von zwei k-Algebren a1, as, das heifit a = a1 X as. Es gelten

I (a,77%) = (a1,Tr%) x (ag,Tr")
Das heift die Spurform ist mit der Trennung vertrdglich.

2. Die Spurform auf a ist genau dann nicht ausgeartet, wenn sowohl die Spurform auf a; als auch
die Spurform auf ay nicht ausgeartet ist.

Beweis. Wihle k-Basen B := {ay,...a,} von a; und By := {by,...,bs} von ay, dann ist
B = {(a1,0),...,(ar,0),(0,b1),...,(0,bs)}
eine k-Basis von a; X as 0 a. Seien nun a € a; und b € ay. Seien weiter M7 die Matrix zu
a-:a; O — axr € ay
beziiglich B1 und My die Matrix zu

b-:a9 > 2 — bxr € ay

()

ab-:a >~ abxr € a

beziiglich By, dann ist

die Matrix zu

beziiglich B. Damit gilt
Tri(ab) = Tr“((a,b)) = Tri'(a) + Tri(b)

Fiir den Nachweis des zweiten Teils seien die Elemente aus B mit v; bezeichnet. In Produktriumen
gilt (a,0) - (0,b) = (0,0) = 0. Damit folgt also

(Tra(vhvj))ij:l s <( ' (al aj))’d=1,m,7"

(Traz(bi’bj))i,jzl,...,s )
Damit erhalten wir die Gleichung

Dy(vi,...,0p45) = Dg(at,...,ay)  Dgy(b1,...,bs)
und damit folgt die Behauptung aus der vorangegangen Bemerkung. O
Satz 13.12 Sei a eine k-Algebra endlicher Dimension, dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(1) Die Spurform Tr® auf a ist nicht ausgeartet.

(2) aist ein endliches Produkt von endlichen separablen Erweiterungskorpern iiber k, das heifit

a = ki x...xk, mit k; /k ist endlich und separabel fiiralle: = 1,...,r
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Beweis. Wir zeigen zunichst die leichtere Richtung ,,(1) = (2). Nach Voraussetzung sind alle Kor-
pererweiterungen k;/k endlich und separabel. Nach Satz |4.9|ist dann die Spurform Tr,lzi von k; tiber
k nicht ausgeartet. Mit dem Vorangegangenen Lemma folgt dann die behauptete Implikation.

Die andere Richtung ,,(2) = (1)“ beweisen wir nur fiir den Fall, dass k ein vollkommener Korper ist,
das heift fiir den Fall, das jede Korpererweiterung iiber & separabel ist.

Behauptung Wenn die Spurform auf a nicht ausgeartet ist, dann ist a reduziert.

Beweis. Sei a ein nilpotentes Element von a, etwa mit ¢’ = 0 fiirein N € N, dann gilt (ab)" = 0 fiir
alle b € a, also ist auch ab fiir alle b € a nilpotent. Dann ist aber f = X" € k[X] mit n = dimy(a)
das charakteristische Polynom von ab fiir alle b € a . Nach Bemerkung Teil 4 ist die Spur eines
Elements genau der zweithochste Koeffizient des charakteristischen Polynoms. Also in unserem Fall
Tr%(ab) = O fir alle b € a . Wei die Spurform nach Voraussetzung nicht ausgeartet ist, muss dann
ab = 0 sein und dies natiirlich fiir alle b € a. Also muss a bereits das Nullelement gewesen sein. ¢

Nach Folgerung[I3.8]ist a genau dann reduziert, wenn a ein endliches Produkt von endlichen Erwei-
terungskorpern iiber k ist. O

Anmerkung Obwohl wir die zweite Implikation nur fiir vollkommene Korper gezeigt haben, gilt sie
so wie wir sie behauptet haben. Zu zeigen bleibt dann noch, dass aus der Annahme, k;/k sei nicht
separabel, folgt, dass die zugehorige Spurform Tr,lff ausgeartet ist.

Wir sind nun endlich so weit unseren Ausflug zu endlich dimensionalen Algebren iiber Korpern zu
beenden und den weiter oben postulierten Satz zu beweisen:

Satz 13.3 Sei A ein Dedekindring mit Quotientenkorper K = Quot(A) und sei L/ K eine endliche
separable Korpererweiterung vom Grad n. Bezeichne B den ganzen Abschluss von A in L und sei
p € Spm(A) ein maximales Ideal. Dann ist p genau dann verzweigt in L, wenn die Diskriminante
von A iiber B von p geteilt wird, das heifst, wennp 2O D 4 /B-

Beweis. Setzen wir a := /P pund k := k(p) = A/p, dann gilt nach Satz |13.12f p ist genau
dann unverzweigt in L, wenn die Spurform 7'r® nicht ausgeartet ist. Weiter wissen wir, dass die
Lokalisierung A, von A in p ein Hauptidealbereich ist, also ist By, ein freier A, Modul, das heifit es
gibt Elemente w1, . .., w, € By mit

Seien nun wy, . .. ,w, die Bilder von wy, . .., w, unter der natiirlichen Projektion nach
B ~ B _
p/p Bp = /p B = a
Weil {wy,...,wy} eine Ay-Basis von By, ist, ist {wW, . ..,w, } eine x(p)-Basis von a. Sei nun b € By,
dann gibt es Elemente M; ; € A, mit
n n
bwi = Z Mm-wj und TT’E:; (b) = Z Mm‘
j=1 i=1
Betrachte nun b = b + p B, dann gibt es Elemente M; ; € x(p) mit
_ n B n
bw; = Z M@j@j und T?“a(b) = Z Hm‘
i=1

j=1
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und die M@j sind die Bilder der M; ;. Damit gilt aber fiir alle b1, b2 € By,
Tr%(biby) = Trf": (b1b2) modulo p B,
Dann folgt aber fiir die Diskriminante

D(wy,...,wy) = D(wi,...,w,) modulo p B,

und weiter

D(wi,...,wn) = Dp,/4, modulo p A,
Damit erhalten wir die Aquivalenz, dass Tr® genau dann nicht ausgeartet ist, wenn D(wy, . .. ,Wy,)
nicht Null ist, das heift genau dann wenn Dp,_ /4, nicht von p A, geteilt wird. Also genau dann, wenn
D nicht von p geteilt wird. O

Folgerung 13.13 Sei K/ Q ein endlicher Zahlkirper, dann gibt es eine Primzahl p € N, so dass (p)
verzweigt ist in K.

Beweis. Aus der Minkowski-Theorie folgt
Dy x/Z > 1

also gibt es eine Primzahl, die die Diskriminante von O tiber Z teilt. O
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Kapitel V

Analytische Methoden

14 Dedekindsche Zeta-Funktion

Im Abschnitt iiber die GauBschen Zahlen haben wir einige komplexe Reihen in Definition[I.13|gesetzt.
Wir erinnern uns insbesondere an die Riemannsche ¢-Funktion: Fiir s € C mit R(s) > 1 setzten wir

)
1
ns

n=1

(s) =

In diesem Abschnitt wollen wir eine dieser Reihe nicht undhnliche Funktion definieren und somit
einen analytischen Zugang fiir die Untersuchung von Zahlkorpern tiber Q schaffen.

Definition 14.1 (Verallgemeinerter Kegel)
Sein € Nund X C R" eine Teilmenge, dann nennen wir X einen verallgemeinerten Kegel in R",
wenn gelten:

1.0 ¢ X
2. Fiiralle x € X und alle A € R ist auch \x € X
Bemerkung 14.2 Sein € Nund X C R" ein verallgemeinerter Kegel in R", dann ist eine Funktion
F:X — Rt
mit
1. Fiiralle x € X und alle \ € Ry gilt f(Ax) = \"F(x)

2. Die Menge
T = {zeX|F(X)<1}

ist beschrinkt in R"™ und vol(T') =: v existiert und ist nicht Null.

Dann ist F auf ganz X eindeutig durch die Elemente der Menge { x € X | F(x) = 1} bestimmt.
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Satz 14.3 Seienn € Nund A € R" ein Gitter. Setze
A = wol (Rn/A>

fiir das Maf3 der Grundmasche. Sei weiter X C R" ein verallgemeinerte Kegel und F eine Funktion
wie in Bemerkung Dann konvergiert die Reihe

fiir alle s € R<1 und es gilt

lm(s=1)-Cs) = %

mit v = vol(T). Hierbei sei ,,s \, 1 die Kurzschreibweise fiir s — 1 und s > 1.

Bevor wir diesen Satz zeigen ziehen wir den Spezialfall fiir n = 1 in einem Lemma heraus.

Lemma 14.4 Betrachte den Spezialfalln =1, X = (0,00), F(1) :== 1und A = Z C R in Sarz|14.3

dann sind
v

C(s) = Z% und lim(s—1)-¢(s) = 1 = X

1
meN S

Beweis. Jedes Intervall der Form [a,00) C R mit @ > 0 ist ein verallgemeinerter Kegel in R und
F(a + 1) := 1 ist eine sinnvolle Setzung der Funktion nach Bemerkung Z ist ein Gitter in R.
In diesem Spezialfall ist die Konvergenz ein aus der Funktionentheorie bekanntes Ergebniss tiber die
Riemannsche (-Funktion. O

Beweis des Satzes. Wir wollen den verallgemeinerten Ke-
gel mit immer kleineren Gittern iiberdecken (Betrachte die /
vereinfachte zwei-dimensionale Darstellung rechts). Fiir /
r € Ry setze /

1 i
A, = {f-x’:ceA} i
r

dann ist das Volumen der Grundmasche entsprechend klei- /

ner. Es gilt / -
n A I."l d__.--'"’f
vol (R /| Ar) = — J P

rn pe

Setze weiter N(r) := #(7 N A,) dann erhalten wir j =

v = vol(T) = lim N(r)é = A lim N(r)
r—00 rn r—oo rn
Setzenun T :={rt|t €T} ={x € X|F(x) <r™}. Dann gilt
N(r) = 4(rTNA) = ﬁ{xeXﬂA‘F(m)gr”}

Insbesondere ist A N X also abzihlbar. Numeriere die nun Elemente so, dass gilt

0 < F(z1) < F(zg) < F(z3) < ... firallex; € X NA
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Setze 1, := {/F(x), dann gelten

{z1,...,2x} CryT und =z ¢ (rp—e)T furalle e >0

Wir erhalten also fiir alle ¢ > 0 die Abschitzung N(rp —e) < k < N(ry), Multipliziere diese
Abschitzung mit rin durch und erhalte weiter
k

U koo N(rg—e) (rx—¢)" ko N(rk) koo U
A (rp —e)" s "k Y A
Mit dem Quetschlemma folgt dann auch
i li v
im — f— 1m = —_

Damit wissen wir: Fiir alle ¢ > 0 gibt es ein ky € N so dass fiir alle £ > 0 und alle s > 1 gilt

(5 —¢)° 1 (% +¢)°
B Fay) Ok

Fiir ap > 0 ist die Folge der Partialsummen der Reihe ) é monoton wachsend. Fiir alle £ > 0 und

alle s > 1ist F(I > 0. Damit ist die Folge der Partialsummen von

=1
ZF(&?k s

k=1

monoton wachsend. Nach der vorangegangenen Uberlegung ist diese Folge aber nach oben durch
fe’e) ko
v s 1 1
G+) S w2 mog) <=
k=ko k=1

beschrinkt. Also ist die Reihe konvergent. Betrachte nun die Abschétzung

v s
1 — — . — . < —
0

< lim(5+9) o

Wobei ¢ hier die Riemannsche ¢-Funktion bezeichne. Nach dem Lemma[14.4] gilt dann aber

v v
(3-¢) = lme-n- F < (3+9)
k=kg
Also sind lim sup und lim inf durch die Ausdriicke % + € beschriinkt. Da diese Ungleichungen aber
fiir alle € > 0 gelten, stimmen lim sup und lim inf iiberein, daher existiert der Grenzwert und nimmt
den den behaupteten Wert an. O

Anmerkung Anstelle von s € R mit s > 1 kénnen wir auch s € C betrachten. Dann folgt aus
unserem Beweis mit leichten abwandlungen auch die gleichmiBg absolute Konvergenz von ((s) auf
der Menge { s € C | R(s) > 1 }. Der WeierstraBsche M -Test liefert dann auch die Holomorphie von
¢ auf eben jener Menge.
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Wir betrachten im Folgenden wieder einen endlichen Zahlkorper K/ Q vom Grad [K : Q] = n.
Ausserdem verwenden wir wieder

r = t{o € Homg(K,C)|o istreell }
2s = {7 € Homg(K,C) |7 #7}

Das heifit r ist die Anzahl der reellen Einbettungen von K in C und s die Anzahl der Paare von
komplexen Einbettungen von K nach C.

Definition und Satz 14.5 (Dedekindsche (-Funktion)

Die durch die Reihe )
Cklt) = ) -
a0 ( N(a))

a(0)
definierte Dedekindsche (-Funktion konvergiert fiir alle s > 1 und es gilt

2r+s_ s,
lim (= 1) Crlt) = g 2T K

N\ w-+/|Dkl

wobei hy die Klassenzahl nach Definition Ry den Regulator nach Definition und Dy die
Diskriminante nach Deﬁnitionbezeichne. Weiter sei w := $1(K) die Anzahl der in K liegenden
Einheitswurzeln und r, s wie oben angegeben.

Beweis. Fiir alle ¢ € C/(K) setzen wir

Ck(t,e) = Z N(la)t

a0k
acc

Dann erhalten wir die Dedekindsche (-Funktion als

k() = >, (x(to)

ceCl(K)

Der Satz folgt mit dieser Eigenschaft dann sofort aus der folgenden

Behauptung 1 Die Reihe (i (t, c) konvergiert fiir t > 1 mit

r+s . .S,
lim(t 1) Gi(te) = 2T

pu! w-+/| Dkl

Beweis. Fixiere ein ’ € O mit a’ € ¢~! dem zu c inversen Gruppenelement aus C/(K ), also mit
¢- ¢! = lgy k). Dann gibt es eine Bijektion

{a<Ok |aec} &L {(a)|ed}
a = a-d = ()
(@@)™ = (o)

Und wir erhalten fiir alle o € o' die Gleichung

| N§(a)| = N(()) = N(a) - N(a) & N(a) =



Damit konnen wir die Reihe schreiben als

¢ 1
Ck(t,c) = (N(d))" - Tt
( ’ ) (a)zga/ Néf(a)‘

Wir betrachten nun wieder die Einbettungen von K nach C und numerieren
Homg(K,C) = {01, ey Oy T, Ty - - ,TS,?S}
Dann erhalten wir insgesamt ein kommutatives Diagramm
K&—— K®yR =R xC’

| E

Q¢ R

Mit den Abbildungen

und

N : R" x C* — R

(T1y. oy Ty 2050y 26) 2| || - 22 )% - |26
Aus der kommutativitit folgt also N (o) = N (u()). Weiter ist
R" x C* = R"xR* =~ R" mitn = [K : Q]

In Satz haben wir gezeigt, dass ¢(a’) ein Gitter in R™ ist mit

vol (RTL/L(a/)) = N(da)-+/|Dgl|

Wir wollen nun den vorangegangenen Satz [I4.3| anwenden. Dazu bendtigen wir einen verallgemei-
nerten Kegel X C R" = KR := K ®q R der die Eigenschaft: Fiir alle o € Ok gibt es genau ein
B e u(Ok)NX mita = - ufirein u € O, erfiillt. Denn dann gilt

1
(x(t,e) = N(a)'- —
" aEL(Za’:)ﬁX N(e(a))

Wenden wir dann Satz mit F' := N an, dann konvergiert (x (¢, ¢) fiir alle t > 1 mit

| . vol({z € X|N(z) <1})
%{% (t—1)-Ck(t,c) = N(a)- N(a’)-‘ |Dk|

Es gilt
{ye Kr|N(y) #0} = (RX)" x (C*)* = Ky

Zu Beginn von Abschnitt [§| haben wir die Abbildung
L:(R)" x (C*) =K — R"ts

(T1y ey Ty 21y ey 2s) (10g|;1:1|7 .. log ||, log |21 )%, . . .,log|zs|2)
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definiert. Damit konnen wir das kommutative Diagramm von zuvor erweitern zu

KX ¢ (RX)T > (CX)S l;) RrJrs

x| £ "

(@X 5 RX — R
log ||

r4+s
TT:RT+S > (zi)izl,..-,rJrs — Zfz eR
i=1

Wir haben ebenfalls in Abschnitt gezeigt, dass [ o 1(O}) ein Gitter in der Menge
{y c RS ‘Tr(y) = }

ist. Mit dem Dirichletschen Einheitssatz gibt es dann €1,...,6, € O mitm = r+s —1
Fundamentaleinheiten von O]X( mit

l(L(O;({)) = Zl(e1) ®...0Zl(em)
Wir definieren nun die Schreibweisen

o= (1,...,1,2,...,2) € R™™

r - mal s - mal

lz) == Uzt y@py 21,00y 25) = (ll(g), e lH_s(g))
dann ist Tr(I*) = r + 2s = n und die Menge {I*,l(¢1),...,l(g,)} ist eine Basis von R"*. Es gilt
Tr(l(z)) = &r(*)+&Tr(l(e1)) + ... + & Tr(l(em) = &n

Wei das obenstehende Diagramm Kommutiert gilt aber auch
Tr(l(z)) = log(N(z))

log (N (z))

Damit erhalten wir § = . Betrachte nun die Einschrénkung von [ auf (R*)", dann gilt

((z1,...,2)) = — -log (N(z1,. ) + & Ues)
=1

mit §; € R. Dies bringt uns auf die Idee die folgende Menge zu definieren:
Fiir z € Kp gilt genau dann z € X, wenn gelten

. N(z) # O0undl(z) =& +& - l(er) + ...+ &m - Uem)

2. Firalle:=1,...,mgilt0 <& < 1und

o2
w

3. 0 <arg(xy) <
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Zur Bedingung 1. ist fest zu halten, dass wegen N (x) # 0 der Ausdruck [(x) wohldefiniert ist. Zur 3.
Bedingung beachte: Das Argument einer reellen Zahl ist entweder 0, wenn die reelle Zahl positiv ist,
oder 7, wenn die reelle Zahl negativ ist. Da w die Anzahl der Einheitswurzeln in K bezeichnet, und
+1 € @ sind, gilt w > 2 fiir alle K, damit schlie3t die 3. Bedingung also negative Werte fiir x; aus,
wennr > 1. (Beir = 0ist z; € C)

Wir zeigen zunichst eine wichtige Eigenschaft der so definierten Menge X:

Lemma 14.6 Fiir alle y € (R*)" x (C*)* gibt es genau ein x € X mity = x - v(u) fiir einu € O
Beweis des Lemmas. Wir zeigen zunichst die Eindeutigkeit. Dazu sei y € (R*)" x (C*)*, dann

nehmen wir an es gibe z,2/ € X mitz - 1(v) = y = 2’ - 1(v) mit v,v" € Oj; Dies konnen wir

umformen zu

2 = z-u(u) fireinue O

Wir miissen fiir den Nachweis der Eindeutigkeit © = 1 zeigen. Nach dem Dirichletschen Einheitssatz

gilt

u = (-eft--repm mitn; € Z und ¢ € p(K)
Nach der Voriiberlegung, die wir im Beweis des Satzes bereits angestellt haben, gibt es reelle Zahlen
£,¢,6,8, ..., &m, &, €10,1) so dass
() = dr+gle)+.. 4 lEm)
lz) +lu) = L+ &lE)+. .. +&mllem) +nil(er) + ...+ nml(em)
Nach unserer Annahme gilt aber [(z) = I(z) + [(u), also muss n; = O firalle i = 1,...,m sein. Es
gilt
2 = (2,2l 22 = (ol(g‘) 1,00 (Q) xp, 11(€) 214 - ., T5(C) zs)
Nach der dritten Bedingung gelten

2
0 < arg(x)),arg(xy) < g

Da ¢ € u(K) eine Einheitswurzel ist, gilt weiter

2
0i(¢), 15(¢) € {exp (%k) ’OS k <w} firallei=1,...,rundj=1,...,s

Also muss ¢ = 1 gelten und insgesamt folgt

S O R

U

Fiir die Existenz sei y € (R*)" x (C*)* mit
l(y) = fl* + fl l(gl) +.ot gm Z(Em)

Finde nunn; € Zsodass0 < ¢ —n; < 1firallel =1,...,m gilt, dann ist

Wy u(er™ ™) = €+ (& —n1) - Uer) + oo+ (En = nm) - Uem)

Damit haben wir eine Einheit v=! := g™ e, € O gefunden, so dass die zweite Bedingung
fiir y - o(v™1) erfiillt ist. Wahle nun ein ¢ € p(K) so dass o1(¢) = exp (22) gilt. Dann gibt es ein
ke {0,1,...,w} mit

2k 1 2n(k +1)
— < . < -7
w ars (yl (v )]1) w
Setze dann u := (¥ - &7 -+ e dannisty - 1(u) ! € X das gesuchte Element. O
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Damit haben wir fiir ein fixiertes ¢ € C/(K) und ein hierzu gewihltes o’ € ¢! gezeigt, dass

1 t 1
t,c) = —— = (N(d)) - —
o= 2 ey - N 2 G

acc

S )R —

ac(a)NX ( N(a))t

Damit wir aber wie gewiinscht den Satz [I4.3|anwenden diirfen miissen wir noch zeigen, dass X ein
verallgemeinerter Kegel ist. Dies ist die Aussage des folgenden Lemmas.

Lemma 14.7 X ist ein verallgemeinerter Kegel, das heift:
Fiiralle N e Ry undalle x € X gilt \-x € X

Beweis des Lemmas. Sei A € R, und 2 =: (x1,...,2p,21,...,25) € X Dann erfiillt z die
Bedingungen

. N(z) # Oundl(z) =&I* +& - l(er) + ...+ &m - Uem)

2. Furalle: =1,...,mgilt 0 <& < 1und

or
w

3. 0 <arg(xp) <
Betrachte nun
NQz) = [Az1|- Az Azl Aa” = N*N(z)
also ist, wegen A > 0 und N (z) # 0, die Bedingung N (Az) # 0 erfiillt. Ebenso gilt

I(Az) = (log|Azi],...,log Az, log Az, ..., log | Az[?)
= (log|Al,...,log |\, 21log|Al,...,2log |A|) +i(z) = log(\)-I* +(z)

~
7 - mal s - mal

Da die Bedingung zwei fiir z erfiilt ist, ist sie also auch fiir Az erfiillt. Zum Schluss gilt arg(\) = 0
wegen A > 0, also ist arg(z1) = arg(Az1) und damit ist auch die dritte Bedingung fiir Az erfillt.
g

Setze nun
T = {xGX’O<N(z)§1}

Falls vol(T) existiert und groBer Null ist, liefert Satz die Aussage von Behauptung 1. Es gilt der
folgende

Satz 14.8 Sei vol ein Maf3 auf Kg, dass so normiert ist, dass vol(O) = \/|Dx]| gilt. Dann ist

2'Ts .S . Ry

vol(T) = -

Wir wollen dieses Satz beweisen, indem wir das Lebesgue-Integral der konstanten Funktion 1 iiber T’
ausrechnen. Dass wir das Lebesque-Mal3 dazu verwenden diirfen zeigt die nichste Bemerkung.

145



Bemerkung 14.9 Es gilt
Kgr == K@pR = R"xC’ = R = R"

Die Positiv definite Bilinearform auf Kg, auf der das Map, das die Bedingung vol(Ok) = \/|Dk]|
erfiillt, basiert, haben wir gesetzt als

<(£7§)7($*7§/)> = (ml,...,xr,zl,...,zs)~(:Ii/1,...,:17;,,z/1,...,z;)
= ;@) + .. F Tl 422127+ 2252
Das Lebesgue-Maf; A auf R"™ basiert auf dem Standart-Skalarprodukt des R". Fiir alle messbaren
Mengen Q) C Kg = R" gilt
vol(2) = 2%-\(Q)

Fiir den Nacheis von Satz[T4.8] geniigt es nun also zu zeigen, dass gilt

Wie schon erwihnt wollen wir dafiir das Lebesgue-Integral

AT) = /Tld)\

berechnen. Dazu wollen wir uns zunichst eine geometrische Vorstellung von 7' machen:

Beispiel 31 (Geometrische Vorstellung der Grundfliche T)

1. Sei K = Q, dann ist X = Ry und N(z) = |z| = x fiir v € X. Die Grundfiiche ist T' = (0, 1]
ein Intervall und es gilt \; (T') = 1.

2. Wir betrachten den zweidimensionalen Fall: K = Q(v/d) mit d < 0 in Z quadratfrei. Es gilt

{1, £i} fallsd=-1

wWK) = p(QWd) = { {£1,£¢, £} fallsd=—3mit( =e5
{£1} sonst
Falls =2 Fallsem = 4 Falls e = 6
A
T T
! 1 1 1 ! 1

Insgesamt gilt also \o(T') =

jus
L
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Beweis von Satz Wir werden im ersten Schritt die zu berechnende Menge Isometrisch umformen
um die Berechnung zu vereinfachen. Im zweiten Schritt wollen wir geschickt substituieren. Setze
Hilfsmengen fiir 0 < k < w

Ty = {zeR" xC’ ’gerﬁilt die Bedingungen 1.,2.und 3’. }
1. 0 < N(z) <1
2. l(z) =&+ & l(e1) + ..o+ Enl(em) mit0 < ¢ < 1firallesd

2w (k+1)
w

3.2k < arg(a) <

Es ist also Ty = T Wihle nun eine Einheitswurzel ¢ € p(K) mit o1 (¢) = exp(22%) dann ist
Ty = uOF-To
Die Multiplikationsabbildung
u¢)- R — “R"
x = )z

Ist ein R-Vektorraumhomomorphismus mit Determinante det (¢(¢) - ) = ]N(éf (¢)] = 1. Damit ist
MTy) = AN(T). Es gilt

w—1

UTh = {2eR" xC*|[0<Nz<lund 0<& <1}

k=0

Das heifit in der Gesamtvereinigung fillt also die Bedingung 3°. weg. Weil die Mengen T}, fiir alle T’
disjungt sind gilt

w—1
A(U Tk> = w-ATy)) = w-AT)

k=0
Wir fiiren eine Weitere Menge ein. Setze

w—1
T = {ge U Tk)xl,...,xT€R+ }

k=0
Weiter sei G eine Gruppe, deren Elemente von der Form g = (aq,...,a,,1,...,1) € Z"* mit
a; € {£1} sind, das heilit

G = {(£1,...,£1,1,...,1)}
N e’ N’
r - mal s - mal

Dann gilt

w—1
U T, = U gT
k=0 geG

Damit kénnen wir das Lebesgue-Maf von T in Abhiingigkeit des MaBes der Vereinigun der T}, be-
stimmen. Es gilt

w—1
ANT) = ;-A<U Tk> = M = Zam
k=0
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Wir kdnnen nun die Substitution angeben. Bisher haben wir

NT) = // 1 dxy ... dey dR(z1) dS(21) ... dR(zs) d(zs)
(T)

Setze nun fiir den reellen Anteil p; := x; fiir j = 1, ..., r. fiir den komplexen Anteil setze

exp(i-0;4r)

Pjtr = z; dasheiBtp;y, =|2;] firj=1,...,s

Wir erhalten die Substitution

// 1 dzy . dzy dR(z1) dS(z1) - dR(zs) dS(zs)
@

= /---/pr+1---p7«+s dpt ... dpy dOpyq ... dOpys
T)

Weiter erhalten wir eine neue Beschreibung der Menge T beziiglich der neuen Variablen:

r4+s

_ 1*

T = {(m,---,pm) Lo perr €Ry und [0/ < 1}
j=1

Firallej =1,...,r + s gilt

l* r+s .

m
l i I .
Jj=1 k=1

Damit erhalten wir fiir x € T

i ts
z) = (log(py),..\log(p3) = (L(z),. .., lris(z))
r4+s *
Insbesondere ist dann N(z) = [] p/ < 1. Setze

j=1
i he) - h(em)

5 e e la(em

M = 2 2(. 1) 2(. ) € Matr+sxr+s(R)
Bis las(er) - lrys(em)

Fiir die Berechnung der Determinante von M diirfen wir Vielfache einer Zeile zu einer anderen hin-
zuaddieren, ohne das sich die Determinante dndert. Addiere also die Zeilen 2 bis r + s einmal zur
ersten Zeile, dann gilt

5 la(e N
det(M) = det| 2(e1) S £0
l:-i—s lrys(er) -+ lrgs(em)
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* Ly . .
Setze nun £ = plf oo pts, dann gilt firalle j = 1,..., 7+ s

*

* [ s
log (pi?) = ﬁ log(&) + g & - Li(ek) mit 0 <& <1 (14.1)
k=1

Dann konnen wir 1" noch besser beschreiben durch

*
T = { (log(p; ))ogj§r+s

I* :

; I m
log(pj) = i -log (&) + ka i (ek) mit 0 < &, & < 1}
k=1

Damit wir diese zweite Substitution aber fiir die Berechnung des Integrals nutzen kénnen miissen wir
noch die Jacobi-Matrix aufstellen. Es gelten

Ipi _ b Ipi _ pj
= —= und = = lj(er
0& n& & l; i(ek)
Damit erhalten wir die Jacobi-Matrix als
l*
e %ll(&) %ll(&n)
J = — P Pris g
b p p n-g-2
S EEhE) o (R (en)

Damit kennen wir die Determinante der Jacobi-Matrix bereits, denn es gilt

P11 Pr+s Ry
et(J) §-2¢ r 25 proy1 - Pros

Damit gilt bei der Substitution

dzy ... dx, dR(z1) d3(21) ... dR(zs) d(zs)

Prol Prs Ap1 .. dpr dOrg1 ... dOrgs
= det(J)  pry1--pros d§ d&y ... A& dOpiq ... dOpys

Wir erhalten also insgesamt

NT) = // 1 dzy ... dey dR(21) dS(z1) ... dR(zs) dS(zs)
(T)

= // det(J) - pry1-- pras dp1 -.. dpp dOpsq ... dbpys
(T)

B

(T)

RK 27 27 1 1 1
= o [Tt [t [ e [,
2 0 0 0 0 0

= 7° - Rk
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Wir erhalten also insgesamt

or .75 Ry

Damit folgt der Satz aus Bemerkung [14.9]
Mit Satz[14.8]ist Behauptung 1 bewiesen. Erinnerung:
Behauptung 1 Die Reihe (i (t, c) konvergiert fiir t > 1 mit

9 s Ry
hm(t—1)-Gult,e) = — T K
t\l( ) Ck( ) w - \/W

Und damit folgt auch sofort der Satz iiber die Dedekindsche ¢-Funktion|14.
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