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1 Seminarnotizen

Mo. 28.03.2011

1.1 Einleitung

Frege beschreibt, warum die ,,Grundlagen der Arithmetik* notwendig sind. Er
stellt fest, dass es einen Mangel in der Definition der Zahlen gibt. Solange die
(natiirlichen) Zahlen nicht ordentlich eingefiihrt und begriindet sind, kénnen
auch abstraktere Zahlen (reelle, komplexe, ...) nicht erkannt werden. Frege sieht
die Philosophie in der Pflicht diesen Mangel abzustellen.

Er grenzt sich bereits in der Einleitung von psychologischen Begriindungsweisen
ab, und stellt in Aussicht, die Grundgesetze der Arithmetik rein analytisch aus
dem noch zu gebenen Zahlbegriff zu folgern.

3 Grundsétze deren Beachtung fiir den vorliegenden Text ungemein wichtig sind:

1. Psychologisches ist vom Logischem, subjektives von objektiven zu trennen.
D.i. die Unterscheidung in Geltung und Genese.

2. Nach der Bedeutung der Worter ist im Satzzusammenhang zu fragen.
Kontextprinzip

3. Unterschied von Begriff und Gegenstand beachten

Diese Grundsétze haben einfache Anwendungen. (1) In dieser Schrift soll der
Zahlbegriff begriindet werden, dazu ist es unerheblich, auf welchem Wege der
Begriff der Zahl entstanden ist. (2) Der Zahlbegriff muss im Satzzusammenhang
geklédrt werden. Es soll also nicht ,,Was ist Eins?“ gefragt werden, sondern ,,Was
bedeutet es von einem X zu sprechen?“. (3) Jeder Satz hat die Subject /Pradikat
Struktur. Gegenstand (des Satzes) ist, woriiber eine Aussage getroffen wird (dies
kann also auch ein Begriff sein). Begriff ist, was {iber den Gegenstand (des
Satzes) ausgesagt werden soll.

§ 1 Das strenge fassen der Begriffe ist notwendig fiir einen strengen (=sicheren)
Beweis.

§ 2 Anspruch: Zeige, dass Arithmetik eine komplexe Logik ist. Dazu soll (und
muss) alles streng (analytisch) bewiesen werden.

1.2 (I.) ...iiber die Natur der arithmetischen Sitze

§ 5 Methode: Ein guter Definitionsvorschlag muss alle Beispiele erkldren kon-
nen. D.h. soll die Anzahl definiert werden, dann muss diese eine Definition auf
alle Zahlen n € N also insbesondere auf 0, 1, 999.999, ... anwendbar sein.

§ 10 (a) Der Zahlbegriff ldsst sich nicht aus in der Erfahrung beobachteten Ein-
zelfillen verallgemeinern. (b) Das Induktionsprinzip ist integraler Bestandteil
der Zahlen. Wir kénnen nicht eine Zahl definieren und dann das Induktionsprin-
zip auf diese anwenden um alle Zahlen zu erhalten.

§ 12 Die Bezugnahme auf die reine Anschauung macht nicht plausiebel, warum
arithmetische Wahrheiten synthetische wahrheiten a priori sind.

§ 13 Behauptung: Arithmetik ¢ Geometrie ¢ Arithmetik.

§ 14 Axiome der Geometrie sind keine Gesetze des Denkens iiberhaupt: Wir



kénnen die Forderung: Parrallele geraden schneiden sich nie negieren und erhal-
ten immer noch ein konsistentes System (nicht euklidische Rdume). Axiome der
Arithmetik sind Gesetze des Denkens {iberhaupt: Es ist z.B. nicht mdoglich das
Induktionsprinzip

(QL(O) ist wahr A((n) ist wahr = 2(n+1) ist wahr )) = Vn 2A(n) ist wahr

ohne Widerspruch zu negieren.

§ 15 Logische wahrheiten sind inhaltsleer, Aritmetische S&tze sind gehaltvoll.
Ansiitze, die die Zugehorigkeit der Arithmetik zur Logik behaupten und diesen
vermeindlichen Widerspruch nicht erkliaren kénnen sind ungeniigend.

1.3 (IL.) ...tiiber den Begriff der Anzahl

§ 22 Untersuchung des Sprachgebrauchs. Anzahlen sind keine Eigenschaften, die
wir den Gegensténden beilegen. Ein ,,Gegenstand, (...) [ist] nicht der eigentliche
Tréiger einer Zahl.“ (S. 29)

Willkiirliche / uneindeutige Setzung:

1 Gedicht =24 Gesédnge = viele Verse
Di. 29.03.2011

Schema zur Verortung der Zahlen. Nach Frege sind die Zahlen etwas nicht-
physisches objektives. Um dies zu zeigen, zeigt er zunéchst, dass die Zahlen in
keinem der beiden anderen moglichen Feldern zu verorten sind.

objektiv subjektiv

zuginglich zuginglich
physisch | - Gegensténde

(Tisch, Tasse, ...) %)

nicht - Wahrheitsfahige Aussagen | - Emotionen
physisch (Propositionen)

- Begriffen

- Zahlen (?)

Frege argumetniert exemplarisch. Er zeigt auf, zu welchen Ungereimtheiten die
Annahmen die Zahl sei physikalisch bzw. subjektiv fiihren. Wére die Zahl phy-
sikalisch, dann wiren zum einen nicht physikalische Dinge (Emotionen, Begriffe,
...) nicht Zdhlbar zum anderen gibt es bei allen Definitionsversuchen Proble-
me mit anderen Zahlen als den vorgegebenen (Siehe §5). Die Zahl kann nicht
subjektiv sein, weil sonst die notwendige Eindeutigkeit der Zahlen nicht zu ge-
wahrleisten wire.

1.4 (IIL) ...i{iber Einheit und Eins

Beim Versuch den Begriff der Einheit genauer zu fassen spielen Identitdt und
Unterschied eine wichtige Rolle.

Identitidtskriterium nach Leibnitz
Va,y [Ma) < Ay)] — z=y (1)
c#d — A [Ql(c)/\ Ql(d)] (2)



Die Begriffsbildung als Abstraktion macht das Zahlen iiberhaupt erst mdoglich.
Jedoch sind die einzelnen Objekte, die unter einen Begriff fallen keine Einheiten,
da sie entweder notwendig verschieden sind oder es gibt nur ein einziges Objekt,
das unter diesen Begriff féllt.

Die Einheit im Sprachgebrauch ist nicht die Eins der Mathematik. Die Eins der
Arithmetik ist notwendig eindeutig, die zu zdhlenden Dinge sind jedoch not-
wendig unterschieden. Wir kdnnen also nicht alle zu zidhlenden Dinge mit Eins
bezeichnen und dann 14+ 1+ 1+ ... 4 1 = n rechnen um sie zu zihlen.

§ 46 Eine Zahlangabe ist eine Aussage von einem Begriff (vgl. S. 59). Also ist
die (An)Zahl eine Eigenschaft (Merkmal) der Begriffe und nicht der unter diese
fallenden Objekte.

Das Beispiel vom Venusmond illustriert dies durch Anwendung des Kontext-
prinzips.

Begriffe sind objektive abstrakte , Gegenstinde, d.h. im unteren linken Feld
der Tafel einzuordnen. Alle Dinge, Vorstellungen, ... fallen unter Begriffe, da-
mit ist es - falls die Anzahl ein Merkmal von Begriffen ist - moglich physisches
und nicht physisches gleichermafien mit einem identischen Zahlbegriff zu behan-
deln. Damit erfiillt Freges Definitionsvorschlag die Forderung der universellen
Anwendbarkeit.

§ 53 Obwohl Frege hier bereits zwischen Begriffen erster und zweiter Ordnung
unterscheidet enthélt sein Modell einen Fehler:

Russels Antinomie (Mengentheorie)
Eine wohlgeformte Eigenschaft!

Ax (x # x)

kann direkt als Bedingung fiir eine Menge

M:={ylyeXz#a)}

aufgefasst werden. Da diese Menge auf diese Weise sinnvoll gebildet
wurde, darf nun auch untersucht werden, ob M € M ist. Dies fiihrt
natiirlich unmittelbar auf einen Widerspruch, denn

MeM<« M¢M

! Die Eigenschaft Az (z # ) Benutzt Frege zur Definition der 0
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1.5 (IV.) Begriff der Anzahl

§ 55 Frege bietet einen ersten eigenen Versuch zur Definition der Anzahl nach
der Kennzeichnungstheorie an. Die Kennzeichnung tz(z) ist in der formalen
Logik durch

w@z) = Jx (ﬂx A Vy [Qly —r= y])

gegeben. In diesem Sinne Versucht Frege die Zahl als numerisch bestimmte
Kennzeichnung einzufiihren.

Definition 1 (Anzahl)

0 kommt A zu: Ve -z
1 kommt 2 zu: EIx(le/\Vy[Qlny:y])

n kommt A zu: 1, ..., 2, ([lel /\.../\len] /\Vy[%(y < Jzi(z; = y)])

Mit dieser Definition wurden keine Zahlen (0, 1, ...) definiert, sondern nur was
wir meinen, wenn wir sagen ,,die Anzahl n kommt 2l zu“. Desweiteren 16st sie
das Julius Caesar Problem? nicht, d.h. es liisst sich nicht per Definition
ausschlieffen, dass der historische Gegenstand Julius Caesar einem Begriff zu-
kommt und damit eine Zahl ist.

Dieser Anspruch an eine Definition, dass zum einen genau bestimmt sein muss,
auf welchen Bereich diese Definition zutreffend angewendet werden kann und
zum anderen auch ein Testkriterium angegeben werden muss, wann ein Ding in
diesen Bereich der legitimen Anwendung fallt.

§ 60 Explizite Anwendung des Kontextprinzips: ,,Es geniigt, wenn der Satz als
Ganzes einen Sinn hat; dadurch erhalten auch seine Theile ihren Inhalt.“ (S. 71)

1.) Satzkonstituten 2.) Satz
{ {
Satz Satzkonstituten

Bei (1) wird vom Sinn der Satzkonstituten [= Bedeutungstragende Elemente
des Satzes| auf den Sinn des Satzes geschlossen, bei (2) entsprechend anders-
rum. Hierbei ist die Fregsche Verwendung von Sinn und Bedeutung gemeint:
Der Fregsche Sinn des Satzes ist der im Satz beschriebene Sachverhalt, die Freg-
sche Bedeutung des Satzes ist der Wahrheitswert (w/f) des Satzes. Der Fregsche
Sinn der Satzkonstituten sind die Gegensténde auf den diese referieren, die Freg-
sche Bedeutung der Satzkonstituten ist die ,,Weise der Gegebenheit“3.

Freges Kontextprinzip kann nun so veranschaulicht werden, dass der Sinn der
Satzkonstituten aus dem Sinn des Satzes zu schliefien ist (2). Aber der so gefol-
gerte Sinn der Satzkonstituten muss sich immer mit Schema (1) an beliebigen
Beispielen testen lassen.

2Der Name ,,Julius Caesar Problem* geht auf das Beispiel zuriick, mit dem Frege hier seinen
Anspruch an eine Definition erleutert. Der Name ist mitlerweile als eigenstdndige Bezeichnung
anzutreffen

3Die Venus kann als Abendstern und auch als Morgenstern gegeben sein. In beiden Fillen
ist der Sinn identisch, die Bedeutung aber nicht.



Abstraktionsverfahren / Humes Principle Bezeichne ~ eine
Aquivalenzrelation (d.h. eine symmetrische, reflexive und transitive
Relation), und seien s,t Termausdriicke (z.B. Namen fiir Einzeldin-
ge) und g() ein termbildender Operator, dann ist

(ABS) g(s)=g(t) s~ t

Dieses Abstraktionsverfahren fiihrt in dieser Weise zu Inkonsistenzen, daher
muss die Voraussetzung: ,,g(s) muss vom selben Typ wie s sein hinzugenommen
werden. Dieses Abstraktionsverfahren wendet Frege nun an, um einen zweiten
Versuch zur Definition des Zahlbegriffs zu unternehmen

Definition 2 (Anzahl)

Bezeichne ~¢ die Aquivalenzrelation der Gleichzahligkeit und bezeichne Z(F)
die Zahl, die dem Begriff F' zukommt, dann ist Z(F') definiert durch:

Z(F)=Z(H) > F ~g H

Hierbei sind zwei Begriffe F, H Gleichzahlig, wenn es eine eineindeutige Abbil-
dung ¢ von der Menge der Gegensténde die unter den einen Begriff fallen in
die Menge der Gegensténde, die unter den anderen Begriff fallen gibt. D.h. be-
zeichne Mg := {z|x e F} die Menge der Gegenstidnde die unter den Begriff F'
fallen, genau dann sind F, H Gleichzahlig, wenn

o g Mp S My

Auch die Definition 2 16st das Julius Caesar Problem nicht, denn Z(F) = ¢
ist nur dann zu entscheiden, wenn ¢ selber in der Form ¢ = Z(H) gegeben ist.
Damit verschieben wir die Untersuchung von Z(F') auf Z(H) was prinzipiell das
Gleiche ist.

§ 68 Versuch einer dritten Definition als ,,Umfang eines Begriffs“.

Definition 3 (Anzahl)
,Die Anzahl, welche dem Begriff F' zukommt, ist der Umfang des Begriffs ,gleich-
zahlig dem Begriffe F’.“ (S. 79f)

Leider macht Frege nicht deutlich, was er unter dem ,,Umfang eines Begriffs*
versteht, ja in der Fufnote zur Definition stellt er sogar fest, dass er voraus
setzt, dass diese Bedeutung bereits bekannt ist. Versuch einer Rekonstruktion:

Motivation fiir den dritten Definitionsversuch: Es soll der Wahrheitswert von
g(s) = t allein durch die Definition von g(s) festgestellt werden kénnen. Dazu
Setzt Frege

Z(F) = Umfang des Begriffs ,Gleichzahlig dem Begriff F*

~g F

Der Begriff ,,Gleichzahlig dem Begriff F* ist ein Begriff zweiter Stufe. Wir kénnen
die Aquivalenzklasse* beziiglich der Gleichzahligkeit bilden

F = {X|X ~g F}

4Die Aquivalenzklasse eines Objektes a ist die Klasse der Objekte, die beziiglich der Rela-
tion dquivalent zu a sind.



Damit kénnen wir Freges Definition reformulieren als
Z(F) = F

Nun kénnen wir testen, ob mit dieser Definition das Julius Caesar Problem
gelost wird, denn zu diesem Zweck hat Frege sie eingefiihrt. Leider l&sst sich
dieses Problem nicht l6sen. Zwar ist wegen

Z2(F)=JC « F=JC

kein Zirkelschluss wie in Definition 2 mehr notwendig, aber wir kénnen noch
immer nicht allein aus der Definition entscheiden, dass das historische Einzelding
Julius Caesar keine Anzahl ist. Frege selbst vertagt die Losung dieses Problems
in seine spiteren Schriften.

Exkurs: Humes Principle im Neo-Fregianismus

Im Neo-Fregianismus wurde zur zweiten Definition zuriick gegangen
um damit via (ABS) den Ausdruck §(F') zu definieren, durch

§(F)=4(H) > F~c H
Damit konnten dann die Zahlen definiert werden, als

0=t #2), 1=t(z(z=0),

Aber es ergeben sich auch Schwierigkeiten, denn es ist unmittelbar
klar, dass mit F' = H = Az (z = z) gilt:

t(Az(z=2)) = t(Az(z=1))

Dies kann nun mit dem Existenzquantor versehen werden, und wir
erhalten
In n=t(\z(z =1x))

D.h. n ist die Anzahl aller méglichen Mengen. Dies ist ein Problem,
da n per Definition eine endliche Anzahl ist, also gibt es nur endlich
viele Mengen.

Do. 31.03.2011

Definition 4 (n ist Anzahl)

n ist genau dann eine Anzahl, wenn es einen Begriff F' gibt, so dass n die Anzahl
ist, welche F zukommt. d.h. wenn Z(F) = n gilt.

Mit dem in §§ 70 - 73 eingefiihrten Begriff der eineindeutigen Beziehung von
Begriffen (durch eineindeutige Zuordnung der unter die Begriffe fallenenden Ge-
genstinde) beweist Frege nun, dass die Relation der Gleichzahligkeit eine ein-
eindeutige Beziehung von Begriffen ist, und dass diese die Eigenschaften einer
Aquivalenzrelation

Reflexivitit F~F
Symmetrie F~G & G~F
Transitivitat F~GANG~ — F~H

~J



erfiilt. Damit rechtfertigt er die Definition nach Humes Principle. Insbesondere
legt er damit die von uns gewihlte Rekonstruktion Z(F') = F nahe.

Der allgemeine Begriff der ¢-Reihe ist problematisch, da (insbesondere fiir
den Spezialfall der natiirliche Zahlenreihe) mit Aussagen unterschiedlichen Typs
operiert werden muss. Dies verunmoglicht es Frege eine genaue Definition der
p-Reihe zu geben. Die Definition, wenn ¢ den Satz

L) Va(z ~pa — acF)
2.) deF ANVz(d~y 2z — zeF)
3) (1), (2) F VF yeF

erfiilt, so heiffe x in der -Reihe y vorhergehend, bleibt wenig greifbar.
Das Problem im Spezialfall der natiirlichen Zahlenreihe lisst sich mit der No-
tation aus der Typentheorie verdeutlichen:

ﬁ()\-’lf (QTT ?é mT))(T) — 0(7‘)

(1)
¢ (M (@D = 0<r>)> — 1)

?2?7?

i ()\x (x = 0 v x = 1((T)))) — 9

1.6 (V.) Schluss

In §§ 88f gibt Frege in seiner Auslegung der Kantschen Begriffe analytisch
und synthetisch einen Grund an, wieso die Aussagen der Arithmetik - die Frege
fiir gehaltvolle (Erkenntnis erweiternde) Sétze hilt - aus der Logik abgeleitet
werden konnen, die selber als inhaltsleer betrachtet werden muss. Nach Kant ist
ein Urteil genau dann ein analytisches, wenn das Pradikat bereits in der Notion
des Subjektes enthalten ist, oder eine moderne dquivalente Umformulierung:

Ein Urteil ist genau dann ein analytisches, wenn der Wahrheitsge-
halt der Aussage mit logisch-semantischen Mitteln allein eingesehen
werden kann.

Alle Urteile auf die dies nicht zutrifft sind synthetische Urteile. Nun sagt Frege,
dass wir in den Arithmetischen Urteilen mehr erkennen als das, was wir bei
der Definition unserer Begriffe bereits in sie hineingelegt haben. Damit wechselt
Frege illigitim von der Frage der Geltung (d.i. die Beweisgriinde) zur Frage
der Genese (d.i. Weg der Erkenntnis). Dass wir aus Arithmetischen Urteilen
etwas lernen kénnen, und sie in diesem Sinne Erkenntniserweiternd sind, hétte
auch Kant nicht abgestritten, wohl aber, dass es mehr als Erleuterungsurteile
(analytische Urteile) sind.



2 Vorbereitung

2.1 Zusammenfassung der Paragraphen
Einleitung —

§ 1 Es gibt eine allgemeine Entwicklung zuriick zu strengeren Beweisen und
Definitionen.

§ 2 Erfahrung liefert keinen Beweis, die Mathematik fordert Beweise.

§ 3 Geltung- / Geneseunterscheidung. Frege untersucht die Geltung und gibt
Kriterien fiir die Weitere Untersuchung an.

§ 4 Das Anliegen der Mathematik - die Arithmetik durch strenge Beweise zu
sichern - und das Anliegen der Philosophie - die Arithmetik in das a priori
/ a posteriori, analytisch-synthetisch Schema einzuordnen - entsprechen
sich.

I. Meinungen (...) iiber die Natur der arithmetischen Sitze
§ 5 Mathematik benétigt keine (reine) Anschauung.

§ 6 Bisherige Beweise von Zahlformlen sind entweder liickenhaft (Leibnitz) oder
schlicht falsch (Grassmann).

§ 7 Mill behauptet die Mathematik sei eine empirische Wissenschaft und hinter
Zahlen stiinden physikalische Tataschen. Dann muss aber jede Zerlegung
einzeln betrachtet werden und die Formel

n
n = Z 1
i=1
miisste jedesmal tiberpriift werden. Allgemeingiiltigkeit mathematischer
Aussagen wére nicht gegeben.
§ 8 Die Theorie die Mathematik sei eine empirische Wissenschaft ist Kappes!
§ 9 Die Sétze der Mathematik sind keine Naturgesetze.

§ 10 Induktion funktioniert nur, wenn die Eigenschaften der Zahlen bereits aus
ihrer Definition folgen, dann brauchen wir aber keine Induktion mehr.

§ 11 Die Sdtze der Mathematik gelten a priori

§ 12 Sind die Sétze der Mathematik synthetische oder analytische Sétze
a priori? Baumann und Kant sagen: synthetisch a priori.

§ 13 Die Aussage dieses Abschnitts ist aufgrund des Satzes von Taniyama-
Shimura-Weil abzulehnen.

14 Versuch einer ersten Begriindung, warum arithmetische Sétze weder em-
g g
pirisch noch synthetisch a priori sein kénnen. —F

§ 15 Auch Leibnitz war der Meinung, die arithmetischen Gesetze seien analy-
tische Sétze.



§ 16

§ 17

Ein (mathematisches) Zeichen ohne Anschauung muss weder leer sein,
noch ist es sinnlos.

Nun ist zu zeigen, dass arithmetische Aussagen analytische sind.
Schon: ,Denn nicht die Weise des Findens kommt hier in Betracht, sondern
die Art der Beiweisgriinde.“ (S. 23)

IT. Meinungen (...) iiber den Begriff der Anzahl

§ 18
§ 19

§ 20
§ 21

§ 22

§ 23

§ 24

§ 25

§ 26

§ 27

§ 28

Motivation, warum es notig ist den Begriff der Anzahl zu untersuchen.

Die Zahl rein als geometrische Grofse (Abstand) aufzufassen wird der ver-
wendung der Zahl in der Arithmetik nicht gerecht.

Zahl ist definierbar, aber es gibt noch keinen gelungenen Versuch.

Geneseuntersuchung? Hatte Frege sich nicht auf die Geltung beschrianken
wollen?

Ein ,,Gegenstand, (...) [ist] nicht der eigentliche Tréger einer Zahl. (S. 29)
Der Zahlbegriff scheint eine willkiirliche Setzung zu sein.

Mills Auffassung, die Zahlen entspéchen physikalischen Tatsachen, fiihrt
zu nichts.

Der Zahlbegriff kann nicht nur auf Dinge, sondern auch auf Ereignisse
und Vorstellungen angewand werden. Er kann darum keine von Dingen
abstrahierte Eigenschaft sein.

Der Zahlbegriff, den wir aus der Erfahrung ableiten kdnnen, ist zu ver-
schwommen. Zahl muss unabhéngig von der Erfahrung existieren.

Die Zahl ist etwas Objektives, d.h. etwas Analytisches - von Empfindun-
gen, Anschauungen Vorstellungen und der Abstraktion von Erfahrung un-
abhingig.

Abgrenzung zu der Auffassung der Zahlbegriff konnte doch synthetisch a
priori sein.

»Der Grund der Objectivitdt kann ja nicht in dem Sinneseindrucke liegen,
der als Affection unserer Sinne ganz subjectiv ist, sondern, soweit ich sehe,
nur in der Vernunft.“ (S. 38)

Die Definition der Anzahl als Menge oder Vielheit schliefst die 0 und die 1
aus dem Begriff aus. Unterschied und Gleichheit verschiedener Objecte in
einer Menge sind wichtig. Onsbesondere der Begriff der Einheit soll weiter
untersucht werden.

II1. Meinungen iiber Einheit und Eins

§ 29

§ 30

Der Begriff ,,ein“ kann nicht einfach ein Pridikat sein, denn alles kann mit
diesem Pradikat versehen werden. Ein allumfassendes Pradikat ist sinnlos.
Vergleich mit anderen Pridikaten ergibt gleiche Schlussfolgerung.

Die Setzung ,,Ein* Ding ist willkiirlich, da das Ding wieder zerteilt werden
kann und dann nicht mehr ,,Ein“ sondern Viele ist.
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§ 31

§ 32
§ 33

§ 34

§ 35

§ 36

§ 37
§ 38

§ 39

§ 40

§ 41

Ungeteiltheit und Abgegrenztheit zu fordern bringt uns dem Begriff der
Einheit nicht niher.

Die Einheit der Sprache ist keine mathematische Einheit.

Der Versucht die Ungeteiltheit durch strenge Unteilbarkeit zu ersetzen
fihrt zu nichts. Wird auf die Strenge verzichtet ist die Setzung wieder
willkiirlich.

Die Forderung: Einheiten sind einander gleich fiihrt zu Problemen. Der
Losungsversuch durch begriffliche Abstraktion gelingt nicht, denn dies ver-
nichtet die Besonderheiten der Einzeldinge nicht. Zwei Dinge der selben
Kathegorie sind immernoch unterschiedlich und nicht identisch, also keine
Einheiten - die einander gleich sind.

Selbst wenn die begriffliche Abstraktion das Problem l6sen wiirde, so er-
hielten wir nicht Identische Einheiten sondern nur ein Ding. Dann ist alles
Eins.

Verschiedene Einheiten (= verschiedene Einsen) sind ein ausgesprochen
dummer Vorschlag, Denn mit verschiedenen Einsen kann nicht gerechnet
werden.

Definitionsversuche von Locke, Leibnitz, Hesse

Fazit: Die Zahl kann nicht iiber die Einheit definiert werden. ,,Die Eins“
ist eindeutig und muss es fiir die Arithmetik auch sein.

Die folgenden Schwierigkeiten konnen wir bei den vorgestellten Versuchen
sehen:

1. Definition der Zahl als Anhdufung von Gegenstinden liefert keinen
brauchbaren Zahlbegriff.

2. Die Zahl als Zusammenfassung von identischen Dingen liefert keine
Vielheit sondern 1 und 1 ist 1.

3. Wenn jedes zu zéhlende Ding mit 1 bezeichnet wird machen wir einen
Fehler, weil die Dinge nicht identisch sind.

Zur Uberwindung dieser Schwierigkeiten wurden Raum und Zeit heran-
gezogen, jedoch lassen sich auch von Raum und Zeit unabhéngige Dinge
Zahlen, daher kann weder Raum noch Zeit noch beides zusammen grund-
lage der Zahl sein.

, Wenn man unrdumliche und unzeitliche Gegenstinde durch Raum- oder
Zeitpunkte vertreten ldsst, so kann dies vielleicht fiir die Ausfiihrung der
Zahlung vortheilhaft sein; grundsétzlich wird aber dabei die Anwendbar-
keit des Zahlbegriffes auf Unrdumliches und Unzeitliches vorausgesetzt.”
(S. 53)

Auch Dinge aus der reinen Anschauung des Raumes und der Zeit unter-
scheiden sich, und diirfen also nicht alle gleichsam mit 1 bezeichnet werden.
Der Zahlbegriff ist in seiner Allgemeinheit frei von den Besonderheiten der
Dinge in der Anschauung von denen abstrahiert werden soll.
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§ 42

§ 43

§ 44

§ 45

§ 46

§ 47

§ 48

§ 49

§ 50
§ 51

§ 52

§ 53

§ 54

Auch die Anordnung in einer Reihe ist nicht der eigentliche Unterschied
der zu zdhlenden Dinge, da der Anordnung in der Reihe bereits eine Un-
terscheidung vorausgehen muss.

Es ist nicht notwendig erst bis X zu zdhlen, wenn wir von X Dingen reden
wollen.

Die Zahl nur als Zahlzeichen aufzufassen vernachliissigt die Bedeutung der
Zahl und wird dieser Untersuchung nicht gerecht.

Bisher haben wir die schwierigkeiten betrachtet, die entstehen, wenn wir
versuchen von den Unterschieden der zu zdhlenden Dinge zu abstrahie-
ren um diese dann unter eine Zahl zu bringen. Wenn wir versuchen erst
eine Menge zu bilden, und dann von den Unterschieden abstrahieren, kén-
nen wir grofte Zahlen nicht bilden, weil es nicht moglich ist derart viele
Unterschiede immer mitzudenken.

Zusammenfassung welche Wege zur Definition der Zahl bisher ausgeschlos-
sen wurden und welche Fragen noch unbeantwortet sind.

Zahl ist also keine Eigenschaft der Dinge oder Agregate, sondern eine
Eigenschaft der Begriffe. Bsp. ,,Die Venus hat 0 Monde" ist: Es gibt kein
Ding, dass unter den Begriff Venusmond fallt.

Der Begriff ist etwas Objektives. Alle Dinge, Vorstellungen, etc. fallen
unter Begriffe.

Da die Zahl Begriffen zugeordnet werden, kdnnen Zahlen so allumfassend
auf Vorstellungen, Gegenstinde, etc. angewendet werden. —F

Zur Bekréftigung der These wird Spinoza angefiihrt. Korrektur von Spi-
nozas These um die Mdglichkeit leere Begriffe einzufiihren.

Position von E. Schroder vorgestellt.

Schréders ist ungenau in seiner sprachlichen Darstellung. Korrektur von
Schréders These um die Mogichkeit Begriffe die nur einen Gegenstand
umfassen einzufiihren und diese gleichwertig mit den leeren oder den viele
Objekte umfassenden Begriffen zu gebrauchen.

Freges These ist mit dem dt. Sprachgebrauch vereinbar, Verwirrungen
lassen sich durch dquivalente Formulierungen ausrdumen.

Eigenschaften der Begriffe sind nicht die eigenschaften der unter sie fallen-
den Dinge. Zahl (sowie Existenz u. Eindeutigkeit) kann Eigenschaft von
Begriffen sein, jodoch nur von Begriffen hoherer Ordnung.

,In dieser Beziehung hat die Existenz Aehnlichkeit mit der Zahl. Es ist ja
bejahung der Existenz nichts anderes als verneinung der Nullzahl.“ (S. 65)

Satz von der Unteilbarkeit und Einheit:

,Einheit in Bezug auf eine endliche Anzahl kann nur ein solcher Begriff
sein, der das unter ihn fallende bestimmt abgrenzt und keine beliebige
Zertheilung gestattet. (S. 66)

Ausserdem 16sung des Widerspruchs von Gleichheit und Bestimmtheit.
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IV. Der Begriff der Anzahl

§ 55
§ 56

§ 57

§ 58

§ 59

§ 60

§ 61

§ 62
§ 63

§ 64

§ 65

§ 66

§ 67

Erste naheliegende Definitionen von 0, 1, (n + 1).

Diese Definitionen reichen nicht aus, da mit ihnen nicht Zahlen sondern
Redeweisen iiber die Zuweisung von Zahlen zu Begriffen definiert wurde.
Es lasst sich nicht ableiten, was Zahl ist, und ob 1 =1 gilt.

Frege interessiert der wissenschaftliche Zahlbegriff. D.h. der Zahlbegriff
muss die Verwendung der Zahlen in der Arithmetik erkldren, nicht im
Sprachgebrauch.

In der Vorstellung gibt es nichts, was der Zahl entspricht. Vorstellungen
von Augen eines Wiirfels etc. sind nicht die Vorstellung von Zahl.

Das wir keine Vorstellung von Zahlen haben heifft nicht, dass wir nicht
richtig mit ihnen rechnen kdénnen.

Ebenso ist es kein Grund ihnen ihre Bedeutung abzusprechen.
Zahl bekommt ihre Bedeutung / Vorstellbarkeit aus dem Satz.

Nicht alle Gegensténde (der Rede) sind Zeitlich und/oder Réumlich ver-
ortbar. Damit soll noch einmal die Verortung der Zahl als etwas nicht-
physisches objektives gerechtfertigt werden.

Darstellung der Probleme bei der Definition der Zahl.

Gleichheit der Zahlen soll durch eindeutige Zuordnung definiert werden.
Hierbei soll nicht die Gleichheit allgemein definiert werden, sondern aus
dem bekannten Begriff der Gleichheit, wann zwei Zahlen einander gleich
sind und dariiber die Zahlen selbst.

Beispiele dafiir, dass diese Definition versucht werden darf: —F

1. Anschauung gibt uns zwei parallele Geraden (g || f). Hieraus konnen
wir zu der Gleichung "die Richtung von f ist gleich der Richtung von g~
gelangen.

2. Ebensolches funktioniert auch bei anderen geometrischen Objekten
(Bsp. A-Ecke)

Da beim Definitionsvorschlag aus §63 die Zahl nur am Rande vorkommt,
will Frege nun untersuchen, ob damit nicht Widerspriiche zum Begriff der
Gleichheit auftauchen.

Um nicht in Widerspriiche zu kommen, muss bei jeder Verwendung von
Zahl a diese durch Zahl b ersetzt werden konnen. Dies ist aber, da bisher
von Zahl a nur ihre Gleichheit mit Zahl b bekannt ist, problemlos mog-
lich, in allen anderen Féllen kann nun diese Bedingung als Voraussetzung
geforder werden.

Die obige Definition Der Zahl sagt uns nicht, was eine Zahl ist. Wir kon-
nen also auch nicht entscheiden, ob a = ¢, wenn wir nicht wissen ob ¢ eine
Zahl ist. Dazu miissten wir aber wissen, dass ¢ = ¢ und c ist Zahl. Die
Definition ist zirkular.

Das Beschrinken solcher Anwendungen auf durch unsere Definition gege-
bene Dinge ist fruchtlos, weil sich nichts darin erkennen l&sst.
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§ 68

§ 69

§ 70

§ 71

§ 72

§ 73

§ 74

§ 75

§ 76

§ 77

§ 78

§ 79

Erneuter Versuch einer Definition iiber die Begriffe.
,Die Anzahl, welche dem Begriff F' zukommt, ist der Umfang des Begriffs
,gleichzahlig dem Begriffe F’ —F

Erste Rechtfertigung der Definition: Keine Widerspriiche zu den bisher
gestellten Forderungen.

Einfiihrung von zweistelligen Relationen R(a,b). Von Relationen ohne ih-
ren beurteilbaren Inhalt R( -, -) erkennen wir die logische Form, dies ana-
lytisch.

Einfiihrung von Beziehungen ¢, zwischen Begriffen iiber Beziehungen
von Dingen.

Definition der Gleichzahligkeit von Begriffen durch eine eineindeutige Zu-
ordnung der unter diese Begriffe fallenden Dinge. Definition der Anzahl.
—F zu §68

Die soeben gemachten Definitionen sind brauchbar, weil sich aus ihnen
analytisch die Transistivitéit der Gleichzahligkeit folgern ldsst. (Beweis tri-
vial)

Einfiihrung der Null als die Anzahl welche dem Begriff ,sich selbst un-
gleich’ zugeordnet wird. Formal: 0 = Az (z # x)

Rechtfertigung warum gerade so: Andere Begriffe sind auch geeignet, je-
doch ist dieser besonders schon, da hier rein logisch bewiesen werden kann,
dass nichts unter diesen Begriff féllt.

Beweis: Je zwei Begriffe unter die nichts fillt sind gleichzahlig, d.h. ihnen
kommt die Anzahl 0 zu.

Definition: Nachfolger.

Frege definiert den Nachfolger wieder iiber Begriffe: n heifst Nachfolger
von m, wenn n die Anzahl zum Begriff F' ist und die Anzahl zu F\{z},
fiir alle 2 € F, m ist. (Notation: N(m))

Nachweis, dass 0 einen Nachfolger hat: Es gibt ein Ding, dass unter den
Begriff gleich 0’ féllt und wenn wir ein Ding von diesem Begriff entfernen
erhalten wir ,Dinge, die gleich 0 sind, aber nicht die 0 sind’. Nach § 74 ist 0
die Anzahl, die dem letzen Begriff zukommt, somit hat 0 einen Nachfolger.
Definition 1 := N(0)

Aufzéhlung einiger Sitze, die sich aus den Definitionen folgern lassen.
1)a=N(0) = a=1

2.) Ist 1 die Anzahl zu F so gilt: 32 € F

3.) Ist 1 die Anzahl zu F und sind z,y € F sogilt z =y

4.) Gelten x € Fund Vy € F: y =z dann ist 1 die Anzahl zu F.

5.) Die Beziehung ,Nachfolger sein von’ ist eineindeutig.

6.) Induktionsprinzip: Vn € N : I N(n)

Anfang des Beweises von § 78 (6). Hierzu zunéchst Definition des Rei-
henbegriffs.
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§ 80

§ 81
§ 82

§ 83

§ 84

§ 85

§ 86

Aus diesem Reihenbegriff soll hier der Schluss von n auf (n + 1) mit rein
logischen Hilfsmitteln, d.h. streng analytisch, hergeleitet werden.

Die Natiirliche Zahlenreihe als Spezialfall des allgemeinen Reihenbegriffs.

Beweisskizze: Zu zeigen ist, dass ,,die Anzahl welche dem Begriffe 'der
mit n endenden natiirlichen Zahlenreihe angeh6rend’ zukommt, auf n (...)
unmittelbar folgt.“ (S. 94)

Dies soll fiir n = 0 und allgemein fiir n, m mit m = N(n) gezeigt werden,
also per vollstdndiger Induktion mit Induktionsanfang (n = 0).

Hilfssatz, fiir den Beweis notwendig;:

Firallene Ny gilt n#n+1

Soll aus dem Reihenbegriff gefolgert werden.

Definition: Gehort n der mit 0 anfangenden nat. Zahlenreihe an, so ist n
eine endliche Anzahl.

Definition und Rechtfertigung von unendlicher Anzahl.

Definition: ,,Die Anzahl, welche dem Begriff ’endliche Anzahl’ zukommt
ist eine unendliche. Bezeichnen wir sie etwa mit co! (S. 96)
Rechtfertigung: Wir haben uns bei der Definition von co; streng an die
Regeln, die wir zur Definition der endlichen Anzahlen aufgestellt haben,

gehalten.

Abgrenzung zu Cantors ,,Anzahl“ und seinem Begriff der ,,Méchtigkeit®.

Cantors Arbeit konnte es ermdglichen hohere Unendlichkeiten als X = ooy
zu fassen, jedoch sind einige Gedanken in Cantors Arbeit nicht ganz klar
(z.B. die innere Anschauung).

V. Schluss

§ 87

§ 88

§ 89
§ 90
§ 91
§ 92

§ 93

Anspruch des Buches: Plausibelmachung, dass arithmetische Sétze analy-
tische Wahrheiten sind.

Arithmetische Sétze sind auf Urteile (und nicht auf dussere Dinge) an-
wendbar, und also insbesondere keine Naturgesetze. Vielmehr sind sie
,»,Gesetze der Naturgesetze. (S. 99)

Frege gibt seine Auslegung von Kants Begriffen ’analytisch’ und ’synthe-
tisch a priori’ wieder.

Rechtfertigung der Auslegung von Kants Schriften.
Versuch zu kliaren, ob das Buch dem Anspruch aus § 87 gerecht wird.
Werbung

Ausweitung der Theorie auf andere Zahlen als nur die Natiirlichen.
(z.B. Z, C) Wann ist eine Zahl moglich?

Nach Hankel ist in der Mathemaitk alles moglich, was sich nicht selbst
widerspricht.
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§ 94 Gegenbeispiel: Az (z # x) Der Ausdruck hat offensichtlich einen Wider-
spruch in sich - ist aber zuléssig (Def. unserer 0). Wichtig ist nur, dass
von Begriffen, die einen Widerspruch in sich tragen, nicht behauptet wird,
dass etwas unter sie falle.

§ 95 Der Beweis der Widerspruchslosigkeit eines Begriffs kann nur dadurch
gefithrt werden, dass ein Gegenstand gefunden wird, der unter den Begriff
féllt. Die Umkehrung dieser Schlussform ist im Allgemeinen falsch. (D.h.
nur weil ein Begriff wiederspruchsfrei ist, heifit es nicht, dass es auch einen
Gegenstand gibt, der unter diesen fillt.)

§ 96 Der Fehler - aus Widerspruchsfreiheit auf die Existenz von Dingen zu
schlieffen - ist weit verbreitet in der Mathematik. (anschliefend Polemik)

§ 97 Versuch zu Begriinden, warum der Fehler so oft gemacht wird. Frege hilt
die mangelnde Unterscheidung von Begriffen und den ungerechtfertigten
Gebrauch des bestimmten Artikels fiir das Hauptproblem.

§ 98 Beispiel fiir diesen Fehler: Hankels Definitionen von +, —.

§ 99 Fehleranalyse: Falscher Schluss. Wir kénnen vom allgemeinen Fall auf den
speziellen Fall schliefsen, jedoch nicht den allgemeinen mit dem Speziellen
gleichsetzen.

§ 100 Polemische Uberspitzung: Mond? = —1

§ 101 Wir kénnen mancherlei Dinge definieren und fordern, aber dies bedeutet
nicht (selbst wenn die Definition ohne Widerspruch ist) das es diese Dinge
auch gibt.

§ 102 Der Fehler: Die Forderung - X soll Bedingung B erfiillen - wird oft mit
dem Satz - es gibt ein X, dass die Bedingung B erfiilt - verwechselt.

§ 103 Komplexe Zahlen C sind nicht synthetisch!

§ 104 Behauptung: Alle anderen Zahlen (Z, Q, R, C) sind ebenso wie die Zah-
len 0,1,2,... iiber den Umfang von Begriffen zu definieren.

§ 105 Warum iibt die Mathematik so einen Reiz aus? ,Der Gegenstand der
Vernunft ist die Vernunft selbst. - Mathematik ist - als analytische Wis-
senschaft - teil der Vernunft.

8§ 106-109 Riickblick und Wiederholung

2.2 Offene Fragen

§ 68 Was ist der Umfang eines Begriffs? Die Anzahl unter dem Begriff subsu-
mierten Dinge? Wird dann nicht Freges Definition selber wieder ein Zirkel?
Wie ist Freges Definition zu verstehen?
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